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Exercice 1 (EDHEC 2014)

6 1 3

1 0 0 7 5 1
On note IlamatriceI=|0 1 0| etonconsiderelamatriceA=|6 -1 2
0 0 1

1.

(@)

(b)

Calculatoire ; repenser au moyen de gérer le « pivot délicat » de la feuille de TD
Montrer, grace a la méthode du pivot de Gauss, que les valeurs propres A de A sont les solutions
deléquation : A3 —9\? —27A +53 =0.
7-A 5 1
On effectue un pivot sur A—Al3 = ( 6 -1-A 2 )
6 1 3-A

AveclL; < Ls:

puis: L2‘—L2—L1, L3<—6L3—(7—A)L1:
6 1 3-A
0 -2-A -1+A
0 23+ —15+10A—\2

L2<—L2+L32

6 1 3-A
0 21 —16+11A—A2
0 23+A —15+10A—A2

L3 «—21L3—(23+A)L,:

6 1 3-A
0 21 —16+11A=A% |=T
0 0 53-27A—-9A%2+2A3

A est valeur propre de A ssi A — Al3 n'est pas inversible, donc ssi T n’est pas inversible, donc ssi
53-27A -9\ + A% =0.

Ftudier la fonction f qui, 4 tout réel x associe f(x) = x> — 9x? — 27x + 53, puis dresser son tableau
de variation (on précisera les limites de f en +oco et en —oo, on notera m le minimum local de f
sur R, M le maximum local de f sur R et on ne cherchera a calculer ni 7, ni M).

f'(x) = 3x% —18x — 27 = 3(x*> — 6x — 9).0n résout x> —6x—9 = 0 ; on trouve A = 72 = 2.6 puis les
racines 3 +3v/2.

On note que 3-3v2<0<3<3+3V2.

Le tableau de variations de f est:

x -0 3-3v2 3+3V2 +oo
') + 0 - 0 +
M +00
f(x) / \ /
-0 m




(c) Calculer f(0) et f(3) puis déterminer les signes de m et M.

f(0) =53>0; par décroissance stricte de f sur [3 — 3v/2,0] on en déduit que M > 0.
f(3) = -82 < 0; par décroissance stricte de f sur [3,3 +3v/2] on en déduit que m < 0.

(d) Montrer que A admet trois valeurs propres, que 'on ne cherchera pas a calculer et que 'on notera
AL, Az et Az avec A <Ay <Ags.
On reprend le tableau de variation de f en se souvenant que M > 0 et m < 0. Par théorémes de la
bijection (f continue, et strictement monotone sur les intervalles qui suivent) successivement sur
les intervalles ] — 00,3 —3v/2[,[3 - 3v/2,3 + 3v/2] et 13 + 3v/2, +00[ on obtient I'existence de A1, As, A3
réels tels que A} <3-3v2 <Ay <3+3v2<Azet f(A1) = f(A2) = f(A3) = 0. Ce sont les trois seules
solutions de f(x) =0 sur R.

0 0 A
La matrice A € .#3(R) a donc 3 valeurs propres A1,A2,As. Les trois sep associés sont de dimension
1, car la somme des dimensions de tous les sep ne peut pas excéder 3.
Si Ey; (A) = Vect (C;), la famille (Cy,Cp,C3) est libre (vep pour des vap 2 a 2 distinctes) donc forme
une base de .43 1 (R) ; si on définit P comme la matrice donc les colonnes sont C;, Cy, C3 on sait alors

AL 0 O
(e) En déduire quil existe une matrice P inversible telle que A = PDP~!, avec D = ( 0 Ay O )

A O 0
que P est inversible et que A = PDP} avec D = ( 0 A O )
0 0 A3

2. Lobijectif de cette question est de déterminer 'ensemble € des matrices M de .#3(R) qui commutent
avec A, c’est a dire qui vérifient : AM = MA.

(a) Montrer que les matrices qui commutent avec D sont des matrices diagonales.

a b c
On cherche a quelle condition N = (d e f ) commute avec D.
g h i

/\1(1 )\gb )\30 )\10 )\lb )\10
OnaND=|Ad Aze Asf|etDN=[Ad Aze )\gf d’ot1 ND = DN ssi

)\1g )\zh )\3i Agg Agh )\3i
Aob=M\1b A2—-AD)b=0
A3c=Aic (A3—=A1)c=0
AMd=M\d AM—A)d=0
1 2 ©<(1 2) obeced=f=g=h=0
Asf=Aaf A3=A2)f=0
Mg =2Asg A1-A3)g=0
Aoh=2Aszh A2—A3)h=0

CAR A; —Ap, A1 — A3z et Ay — Az sont non nuls !!

On obtient bien que tous les coefficients non diagonaux de N sont nuls : les matrices qui commu-
tent avec D sont les matrices diagonales.

(b) Montrer I'équivalence entre les deux propositions suivantes :

i. M est une matrice de 6.
ii. P"!MP commute avec D.

Par équivalences successives :

Me¥€ < AM=MA
< PDP'M=MPDP!
< DP'M=P'MPDP! (on multiplie 2 gauche par P~! inversible)
<DP'MP =P !MPD (on multiplie 4 droite par P inversible)



On a donc bien :M € € < P~IMP commute avec D.

(c) Etablir que toute matrice M de € est combinaison linéaire des trois matrices suivantes :
1 0 0 0 0 O 0 0 O
pfo o ofp7hpfo 1 ofp~LPl0o 0 ofp!
0 0 O 0 0 O 0 0 1

D’apreés les questions précédentes, M est dans € ssi P~"'MP commute avec D, donc ssi P"!MP est
diagonale.

1 0 0 0 0 O 0 0 O
Ceci équivautaP~'MP=a|0 0 O0|+e|0 1 0]|+i|/0 0 0]soitencorea
0 0 0 0 0O 0 0 1

1 00 0 0 0 0 0 0
M=axP|[0 0 0[P '+exP|0 1 0|P'+ixP|0 0 O|P!
0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 00 0 0 0 0 0 0
On obtientdonc € =Vect [P|0 0 o|P~L,P|0 1 o|P"L,P|0 0 of|P!].
0 0 0 0 0 0 0 0 1

(d) En déduire que ¥ est un sous-espace vectoriel de .#;(R) et donner sa dimension.
%€ est un espace engendré d’apres la ligne précédente : c’est donc un sev de /3 (R).
1 0 0 0 0 O 0 0 O
Montrons que la familleP{0 0 0|P~L,P|0 1 0|P"L,P|0 0 O0|P !estlibre:siona
0 0O 0 0O 0 0 1

1 00 0 0 0 0 0 0
aP{0 0 ofp~'+pP{0 1 ofP'+yP|O0 0 OfP'=0
000 0 0 0 0 0 1
0
0

0
alors P & P~! =0 en en multipliant par P a droite et P! 4 gauche on trouve a = =y = 0.
0

—

a
0
0
0 0 0 0 0 0 O
0 o|p~,Pl0o 1 P~L,P|0 0 0|P~!| est donc une base de % ce qui montre que
0 0 0 0 0 0 1

[=I =R

1
P|O
0

w

cet espace est de dimension

(e) Montrer, en raisonnant sur les valeurs propres de A, qu’il n’existe aucun polyndéme annulateur
non nul de A qui soit de degré inférieur ou égal a 2. En déduire que (I,A,A?) est libre, puis que
c’est une base de 6.

D’apres le cours, si Q est un polynéme annulateur de A, A1, A et A3 sont des racines de Q. Comme
ces 3 vap sont 2 a 2 distinctes, et que Q est un polynéme non nul, il faut forcément que deg(Q) = 3.
Ainsi il n’existe pas de polyndme annulateur de A non nul de degré < 2.

Supposons alors qu'il existe une combi linéaire nulle de I, A, A? :

ol +PA+YAZ=0

Ceci montre que o + X + yX? est annulateur de A : d’apreés ce qu’on vient de dire cela impose que
c’estle polynéme nul, donca=p =y =0.
(1, A, A?) est donc libre.

Donc dim(Vect (I, A, A%)) = 3. Mais comme |, A, A2 commutent avec A (c’est évident) on a Vect (I, A, A2) c
% et on vient de voir que dim(Vect (I, A, A%)) = dim(%).
Ceci montre que Vect (L, A, A%) =<, et donc que (I, A, A?) est une base de €.



Exercice 2 (d’apres un vieil ECRICOME)

a3 -1
SmtA—(6 _2).

1. Diagonaliser A. On notera P et D les matrices introduites ; on fera en sorte que les coefficients diag-
onaux de D soient rangés dans 'ordre croissant, et que la premiére ligne de P ne contienne que des
«l».

Calculer P71,

Par des méthodes usuelles Sp (A) = {0, 1}, E¢(A) = Vect (;) et E1(A) = Vect (1

2
N | (00
b111teP—(3 2),D—(0 1).

) et on obtient 'unique possi-

-2 1
-1 _
On trouve P™" = ( 3 _1).

2. SoitM € /> (R), et A € R. Montrer que AM-MA =AM & DN-ND=AD,ouN = P~IMP.

Comme dans I'exercice précédent avec Ides multiplications par B,P~! inversibles :

AM—-MA =AM < PDP~'M-MPDP~! = \M
< P 1 PDP'M-MPDP~ 1P =P~ AMP
< DP 'MP-P~'MPD = P! A\MP

~on-no=w 1ypol!

3. Déterminer les matrices N telles que DN — ND = N ; puis les matrices M telles que AM — MA = M.

AvecN:(z Z)onarapidementDN—ND:((C) _O)etdoncDN—ND:Nssia:d:O,b:—b;d'oil
a:b:d:OetN:(O 0).
c O

Ensuite on utilise la question précédente :

AM—MA:M@DN—ND:N@N:(? g

):P_IMPQMzP(O O)P_lz...
c 0

4. Déterminer les matrices M telles que AM — MA = 2M.
On commence ici aussi par résoudre DN —ND = 2N, ce qui avec les notations précédentes équivaut a

0 -b)_ 5[4 b
c 0) “lec d
et on voit que seule la matrice nulle est solution.
On revient ensuite au probléme demandé :
AM-MA=2M &DN-ND=2N&N=0=P !MPoM=0

et la seule solution est la matrice nulle.



Exercice 3 (indice de nilpotence et racine carrée d'une matrice nilpotente)

Soit A une matrice de ./, (R) nilpotente (ie: il existe k € N* tel que Ak =0).
On note p € N* son indice de nilpotence: c’est 'unique entier tel que AP~! #0 et AP = 0.
On souhaite montrer que p < n.

0
0

1. Justifier Pexistence de X € ./,  (R) telle que AP~!X #

0

La matrice AP~! est non nulle, donc elle a un coefficient m;,; non nul.
Si E; est la colonne ot tous les coefficients sont nuls sauf le j-éme, alors APTIE; est égal a la j-éme
colonne de AP~ et est donc non nulle.

2. On cherche a montrer que la famille (X, AX, A2%X,...,AP~1X) est libre dans .4 ,1(R). Soient donc des réels
(Ado<i<p-1 tels que

(a)

(b)

(©

(d)

AoX+ A AX +--+ X, APTIX =0

En multipliant par AP~! cette relation, montrer que Ay = 0.

En multipliant par A”~! on obtient
NoAPTIX + M APX + A APFIX o 4 Ay A2PT2X =0
Or AP =0 et par suite : Vk = p, A% = APAK=P = 0. Tous les termes de la somme sont nuls, sauf le

premier ! On trouve AgA”~'X = 0 et comme par hypothése A?~'X # 0 on a forcément A = 0.

En déduire, de maniere similaire, que A; = 0.
La relation est donc maintenant :

MAX+-++ A APTIX =0

et en multipliant par AP~ :
MAPTIX 4+ A APPT3X =0

Ici encore cela se réduit 2 A;AP~!X =0etdonc A; =0.

Montrer par récurrence, pour tout k € [0, p — 1], la propriété 22 (k) : «Vie[0,k], A\; =0».

22(0) est vue en 2a.
Supposons (k) vraie, avec 0 < k < p —2. Avec Ay = ... = A =0, la relation de liaison s’écrit :

Akt AFIX 4o 0, APTIX = 0

On multiplie cette fois par A%~ et on obtient A;;;AP~'X = 0 et donc A1 = 0. Comme on avait
déjaAg =... = A =0, on en déduit Z(k + 1). D’ou 'hérédité, et la conclusion.

En déduire que la famille (X, AX, AZX, .. A p—-1X) est libre.
22(p—1), montré a la question précédente, dit précisément que tous les coefficients de la relation
de liaison ApX + A{AX +--- + )\p,lA”‘IX =0 sont nuls : ceci montre la liberté voulue.

3. Montrer que p < n.
(X, AX,A%X, .., Ap-1X) est une famille libre a p vecteurs, dans I'espace .4, 1 (R) qui est de dimension n. La
théorie de la dimension nous permet alors de conclure que p < n.

4. En déduire que si A € ./, (R) est nilpotente, alors A” est la matrice nulle.

ps<ndoncA" =APA" P =0xA"P =0.



5. Soit A € /3(R) telle que A% # 0 et A3 = 0. Montrer qu’il n’existe pas de matrice X € ./3(R) telle que

X2 =A.
Indication : on remarquera qu'une telle matrice X est nilpotente, et on cherchera a caractériser son
indice de nilpotence.

Si X2 = A, alors X8 = A% = 0 donc X est nilpotente. Or X € .#5(R) ; d’aprés ce qu’on vient de voir on a
forcément X3 = 0- Mais on voit que X* = A2 #0 : c’est absurde !
Une telle matrice X n’existe donc pas.

Exercice 4 (Probabilités, EML 1999)

On considére une urne contenant initialement une boule blanche et une boule rouge.

A chaque tour, on tire une boule, puis on la remet dans 'urne, et on ajoute a 'urne une boule de la couleur
de celle qui vient d’étre tirée.

Ainsi si la premiére boule tirée est blanche, 'urne contiendra, avant le deuxiéme tirage, deux boules blanches
et une boule rouge.

Les boules sont indiscernables au toucher. Pour n € N*, on note :

* B, I'événement: on tire une boule blanche au n-iéme tour de jeu ;
* R, I'événement: on tire une boule rouge au n-iéme tour de jeu ;

* X, lavariable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues lors des 7 premiers tirages.

1. Pour n € N* donné, quelles sont les valeurs possibles de la variable X, ?

Il'y a toujours des boules blanches et des boules rouges dans I'urne : on a donc X, (Q2) = [0, n].

2. Donner laloi de probabilité de X;.

Rappelons que X; (Q2) = {0, 1}.
Au ler tirage, I'urne contient une blanche et une rouge : il y a donc une chance sur 2 de tirer la blanche
(équiprobabilité).

1 1
DoncP(X; =0)=P(R;) = > etPX;=1)=PB;) = >

3. Calculer les probabilités conditionnelles : Py, (B,), Py, (B2), Pg, (R2), Pg, (R2) (on expliquera rapide-
ment).

Sachant]’événement B; (on a tiré une blanche au premier tirage), I'urne contient 2 blanches et une rouge
avant le second tirage : on en déduit donc

2 1
Pg,(By)== et Pg, (Ry)=-—
B, (B2) 3 B, (R2) 3

De méme : . )
Pr,(B2)== et Pg,(Ry)=-
R, (B2) 3 R, (R2) 3

4. En déduire la loi de la variable X,.
X2(Q) =1{0,1,2}.

* (X3 =0) est’événement ol1 on ne tire aucune boule blanche en 2 tirages ; c’est donc R; NRy.
Par probas composées :

12 1
P(X2 =0) =P(RiNR2) =P(R1)Pg, (R2) = 2373

* X2=1)=B;NnR2)U(R;NBy); ces deux événement étant incompatibles.
On adonc

PX2=1) =P(B1NRz) +P(R; NB2) = P(B1)Pg, (R2) + P(R1)Pr, (B2) = 5 - +

W~
[SSHI

1
2

W=

1
2
. Enﬁn, Xo=2)=B1nBy d’ou

12 1
P(X; =2)=P(B; nBz) =P(B1)Pg, (B2) = 3373



On voit donc que Xj suit la loi uniforme sur {0, 1, 2}.

5. Onva montrer par récurrence que X, suit laloi uniforme % ([0, n]). Linitialisation est vue en question
2. Soit donc 7 € N* fixé ; on suppose que X,;, — 2 ([0, n]).

(a) Soit k € [1, n]. Justifier que (X,,+1 = k) = (X, = k) NRps1) U (X = k=1 NBys1).
On al’événement (X,,+1 = k) ssil'une de ces deux situations se produit :
* Ontire k blanches dans les n premiers tirages ; puis une rouge au (n+1)-éme tirage : événement
Xp=k)NnRp41;
* On tire k — 1 blanches dans les n premiers tirages ; puis une blanche au (n + 1)-éme tirage :
événement X, =k—1)NB,4;.

D’ou I'égalité recherchée.

(b) Sachant (X, = k), quel estle contenu de 'urne avant le (n+1)-éme tirage ? En déduire les probabilités
conditionnelles P(x, ) (Ry+1) €t Pix, =) (Bp+1).
Si (X, = k), on a tiré dans les n premiers tirages k blanches et n — k rouges ; dont ajouté autant de
boules ; I'urne qui contenant initialement 1 blanche et une rouge contient donc a I'issue du n-iéme
tirage k + 1 blanches et n— k + 1 rouges. (et donc au total n + 2 boules)
P, =) (Rp+1) estla proba de tirer une rouge dans cette urne ; on a donc

P R )_n—k+1 etdeméme: P B )—k+1
Xp=k)\'n+1J) = n+2 . Xp=k)\bn+1J) = n+2
1
(c) Déduire de ce qui précede que: V ke [1,n], PX,+1 =k) = Pt
n

On sait que : Xp+1 = k) = (Xn = k) NRp41) U (X = k—1) NBy41) ; avec incompatibilité entre ces
deux événements.
Donc:

PXp1=k) = P((Xn =k) |quH—l) +P((Xn =k-1) Ian+1)

et en utilisant les probas conditionnelles précédentes :
PXy11=k)=PXy =k)Px,=) Rps1) +PXy, = k= 1)Px,=k-1) Brs1)

1
Or on a supposé que X — ([0, n]) ;donc PX,, = k) =PX,=k—-1) = 1
n
Avec les valeurs de la question précédente il vient finalement :

PXp1=k) =PX; = k)Px,=kyRp+1) +PXy, = k= 1P x,,=k—1) Bn+1)
1 n_k+1+ 1 k+1
n+l n+2 n+ln+2
1 n—k+1+k+1)
n+1 n+2 n+2
1 n+2
n+1 n+2)
1

PXpr1=k)=——
n+2

(d) CalculerP(X;+; =0)etP(X,;1 =n+1);etconclure.
Pour ces valeurs «extrémes», une des deux alternatives évoquées en 5a n’'a pas lieu :
(X;+1 = 0) (on ne tire que des rouges) a lieu ssi X,; = 0, et si on tire encore une rouge au (n + 1)-éme
tirage ; donc
Xn+1=0) =X, =0 NRy41

puis (avec les probas conditionnelles de 5b) :

1 n+l 1

PX =0)=PX,;, =0Px (R = =
Xu+1=0) =PXy =0)Px,=0)Rn+1) T 1ni2 12

et par un raisonnement similaire : (X;,+; = n+1) = (X; = n) NBy41, donc:

1 n+l_ 1
n+ln+2 n+2

PXut1=n+1)=PX, =n)Px,=nBn+1) =



On a donc bien: )
Vkel[0,n+1], PXps1=k)= ——
n+2

etdonc X471 — % ([0, n+1]) ; ceci acheve 'hérédité de notre récurrence.
On peut donc conclure que pour tout entier n = 1, X;, suit la loi uniforme % ([0, n]).



