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Exercice 1

(2n)!

On reprend un exercice de la feuille de TD sur les séries. Pour tout n € N, on pose u, = 2
n!

Onavuque:
Un+1 1 . L . s L.
e Inf—— ~ ~o Ainsi la série Y (ln(un+1) - ln(un)) diverge ; comme elle est a termes négatifs, ses
U, )n—+oo 2n
sommes partielles tendent vers —oo. On a donc, par sommation téléscopique, lirP In(u,) = —o0; d’olt
n—+o00o

lim u,=0.
n—+oo

~ . L. L Un+1
¢ De méme, en posant v, = nuy, I'étude de la série de terme général In (—

) montre que
Un

lim nu, = +oo.
n—+oo

1 1
Ainsi u, tend vers 0, mais moins vite que — (car la limite précédente donne — = o(uy)).
n n n—-+oo

On va utiliser un argument similaire pour donner un équivalent de u,,. Pour a € R, on pose w;, = n®u,.

-1 2n-1
ln( Wn )z—(xln(n )+ln( n )
Wp-1 n 2n

Wn
Wp-1

1. Pour n € N*, montrer que :

1
2. Donner un développement de ln( ) al'ordre o (—2) (pour 1 — +00).
n

Wn

1
3. Montrer que la série de terme général ln( ) converge si et seulement si o = >

Wn-1
. 1
On suppose maintenant o = >

Wi
Wi-1

n
4. Pour n = 2, simplifier la somme Z ln( ) En déduire que la suite (ln(wn))neN, converge vers une

k=2
limite finie.

5. En déduire que liIP v/nu, existe et est strictement positive. On la note ¢.
n—+o00

6. En déduire un équivalent simple de u, pour n — +oo; puis la limite de (u,) ,en €t la nature de la série de
terme général u,,.

Exercice 2 : Etude d’une marche aléatoire (d’apres « sujet zéro » EML 2023)

On consideére trois points distincts du plan A, B et C. Le but de I'exercice est d’étudier le déplacement aléatoire
d’un pion se déplacant entre ces trois points.

Alétape n = 0, on suppose que le pion se trouve sur le point A. Ensuite, a chaque étape de temps, le mobile

reste immobile avec une probabilité %, ou se déplace vers I'un des deux autres sommets de maniere équiprob-
able.
Pour tout n € N, on note :

e A, l'événement «le pion se trouve en A aI'étape n»,

e B, I'événement «le pion se trouve en B al'étape n»

¢ C, I'événement «le pion se trouve en C a I'étape n» .

Pour tout 7 entier naturel, on note également: p, = P(A,), g, = P(B,), r, =P(C,) ainsique V,, = (pn qn rn),
le n-éme état de cette chaine de Markov.



Partie I - Modélisation et comportement asymptotique

1. Représenter la situation par un graphe probabiliste et expliquer pourquoi la matrice de transition est :
1 2 11

M= 2 1 2 1|eds5®).
1 1 2

2. (a) Déterminer pyo, qo, o, P1, 1, -
(b) Démontrer que pour tout n € N, on a la relation : V4 =V, M.

(c) En déduire que pour tout neNona:V,=VyM",

3. Lachaine de Markov associée au graphe probabiliste de la question 1 a-t-elle un état stable ? Lequel ?

4, SoitneN.
1 4"+2 4" -1 4"-1
(a) Démontrer que: M" = WU 4" -1 4"+2 4" -1],ouM estlamatrice introduite ala question 1.
T4 -1 4"-1 442
. 1 2 . . .
(b) Démontrer que p, = 3 1+ = et déterminer alors une expression de g, et ry,.

5. Déterminer les limites respectives des suites (py,) nen, (Gn)nen €t (71) nen-
Interpréter ces résultats.

Partie III - Nombre moyen de passages en A et temps d’attente avant le premier passage
enB

6. Pour n € N*, on définit la variable aléatoire :

X = 1si A, estréalisé
"7 0siA, estréalisé

(a) Interpréter la variable aléatoire S, =X; +---+X,,.
Quelle est la signification de I'espérance E(S ;) ?
(b) Soit n € N*. Calculer I'’espérance de la variable aléatoire X,.

(c) En déduire, pour tout n € N*, le nombre moyen de passages en A entre I'étape 1 et I'étape n.

7. On définit la variable aléatoire Ty de la facon suivante : Tg est le numéro de 1'étape a laquelle le pion
passe pour la premiere fois en B, et dans le cas o1 le point ne passe jamais en B, on pose Tg = 0.

Le but de cette question est de déterminer la loi de la variable aléatoire T ainsi que son espérance.
(a) Calculer les probabilités P(Tg = 1) et P(Tg = 2).
(b) Soit n € N. Exprimer I'événement B, al’aide des événements A, et C,,.
- — 1 — —
(c) Démontrer que P(B3nB,NB;) = L—}P(Bz NnBp).

En déduire que Py 5, (B3) = 7

no__ 1
Dans la suite de l'exercice, pour tout n € N*, on note Dy, l'événement ﬂ By etonadmettraque: Pp,(Bp41) = T
k=1

(d) Soit k € N*. Calculer la probabilité P(Tg = k).
En déduire la probabilité P(Tg = 0).

(e) Justifier que la variable aléatoire Ty admet une espérance. Quelle est 'espérance de Tg ?



