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) Méthode
Etude de suites récurrentes u,; = f(u,)

Dans tout ce chapitre, on utilisera 'abréviation APCR pour : a partir d’'un certain rang.

Une propriété 29 (n) est vraie a partir d’'un certain rang ssi il existe ngy tel que : ¥ n = ny, 22(n) est vraie ; une suite
(un) vérifie une propriété APCR ssi il existe ng tel que la suite (u,) u=n, Vérifie cette propriété.

Par exemple, la suite (1) donnée par u,, = n> —12n + 36 est croissante APCR (montrez-le !).

1 Présentation

On a souvent a étudier des suites récurrentes définies par la donnée d’'un terme initial (1 ou u;) et d'une re-
lation de récurrence de type u,+1 = f(u,). Hors cas trés particulier (suites géométriques par exemple), on ne
sait pas donner une forme explicite de type u,, = f(n) ; on peut néanmoins obtenir beaucoup d’informations
sur la suite, notamment grace a I’étude de la fonction f.

La problématique principale est de déterminer si la suite converge, et, si oui, vers quelle limite.

Toute cette démarche sera la plupart du temps guidée, de maniére plus ou moins détaillée, dans une épreuve
écrite. Il faudra donc savoir redémontrer tous les résultats mentionnés, et notamment rédiger les récurrences.
11 est par contre bon d’avoir une vision globale de I’étude, pour comprendre a quoi servent les différentes
questions de 'énoncé et pouvoir les utiliser a bon escient.

Quoiqu'il en soit, la premiere méthode a retenir est : répondre aux questions de I'énoncé !!

Au cours de ce polycopié on traitera la suite (u,,) définie par:

u0=0
VneN, ups1 = Uy +In2 — uy)



2 Définition de la suite

Un premier probléme peut se poser : il arrive que la fonction f ne soit pas définie sur R entier (présence d'un
In, d’'une racine carrée, d'un dénominateur pouvant s’annuler...). Il convient donc de s’assurer qu’aucun des
termes u, ne sorte de 'ensemble de définition de f. Dans le cas contraire, u,; ne peut étre défini, et la suite
s’arréte la.

Exemple 1. Calculer les premiers termes de la suite (v,,) définie par vo = e, et: VneN, v,y =In(vy).

Généralement on obtient I'existence de la suite en localisant les termes ; c’est-a-dire montrant par récurrence
que tous les u, sont dans un méme intervalle (résultats de type : Vn e N, u, = 0 par exemple). Une démon-
stration de ce type utilise en fait, de maniere plus ou moins implicite, la notion! d’intervalle stable :

Définition 1. Soit f une fonction définie sur un intervallel. On dit quel est stable par f ssi: ¥ x€l, f(x) el

Si uy appartient a I stable par f, alors par récurrence sur n on montre que tous les u, appartiennent al, et donc
que la suite est bien définie. Le fait de localiser ainsi les termes de (u,,) servira aussi a obtenir des majorations
et/ou minorations qui seront utiles pour discuter de la convergence de la suite.

Exercice 1. Soit (u;) définie par :

u0=0
VneN, up1 = Uy +In2 — uy)

1. Montrer que, pour tout entier 1, u; est bien défini et appartient a [0, 1].

Exemple 2. Soit la suite (v,) définie par vy =0, et VneN, v,y = v2 + v,. Montrer par récurrence que v, est
bien défini, etque: VneN, v, =0.

1Pas vraiment au programme ; vocabulaire non exigible en tout cas.



3 Calcul des termes successifs avec Python

Les questions Python portant sur les suites numériques sont assez répétitives. Dans le cas d'une suite récur-
rente il s’agit essentiellement de calculer le n-éme terme de la suite, opération non triviale car on n'a pas de
formule donnant u, en fonction de n.

On utilise le fait qu'une «application» de f fait passer d'un terme au suivant. Pour obtenir u,, a partir de uy il
faut donc partir de la valeur u0 et appliquer f n fois, a I’aide d’'une boucle for.

Usuellement (mais ce n’est pas obligatoire si les expressions ne sont pas trop grosses) on définit la fonction f a
part:

import numpy as np
def f(x):
return

et on s’en sert pour calculer u,, :

def terme(n):

NB : deux variantes parmi les multiples q'uon pourrait imaginer :

e soit (v,) vérifiant vy = a, v,+1 = v, +1n(2 — v,). Coder une fonction terme (a,n) quirenvoie la valeur de
vy, lorsque a et n sont passés en argument.

* Renvoyer la liste [uy, ..., u,] aulieu du seul terme u,, : voir exercice 4.



4 Monotonie

Le théoreme le plus utilisé dans ce genre d’exercices pour conclure a la convergence est : toute suite croissante
et majorée (ou: décroissante et minorée) converge. Une des problématiques essentielles est donc la monotonie
de la suite (u;,).

Remarque 1. Se souvenir néanmoins qu’il existe des suites qui ne sont ni croissantes, ni décroissantes ; ce
critere ne peut donc pas s’appliquer en toutes circonstances.

11 existe plusieurs méthodes. On suppose que tous les termes u, sont dans un sous-ensemble I de R, sur lequel
f est définie.

4.1 Calcul direct

Cette méthode est la plus simple, donc a tenter en priorité.
On cherche a utiliser les critéres usuels de monotonie :

e étude dusigne de u;,4+1 — Uy ;

* Si (u,) est a termes strictement positifs (et il faudra alors le mentionner sur la copie pour justifier votre
Un+1

démarche), étude de la position de par rapporta 1.

Exemple 3. Soit (wy)nen telleque : VneN, wyy = wf‘l + wy,.Ona:
VneN, wp —wy = wleO

donc la suite (w;,); est croissante.

Exercice 2. Soit (u;) définie par :

w)ZO
VneN, uy = uy+1In2—uy)
On avu: pour tout entier n, u, est bien défini et appartient a [0, 1].

2. Montrer que (u,) est croissante.




4.2 Autres méthodes

Les méthodes exposées ci-dessous sont moins habituelles, et feront
normalement I'objet d'un guidage de la part de I'énoncé.

4.2.1 Ftude dusigne de f(x) - x

Sila méthode précédente ne permet pas de conclure, il faut creuser un peu plus profond. On peut alors utiliser :

Proposition 1.
Soit (uy) une suite obéissant a la relation de récurrence : YV n € N, uy41 = f(uy,). On suppose que
tous les termes de la suite (u;) sont dans un méme intervalle I.

e Sipourtoutxel, f(x)—x=0, alors (u,) est croissante.

e Sipourtoutxel, f(x)—x<0, alors (u,) est décroissante.

Démonstration. Placons-nous par exemple dans le premier cas. Pour tout n € N, u,, € I; on peut donc appliquer
la propriété avec x = uy,, et écrire f(u,) — u, =0; ce qui s'écrit aussi u,+; — u, = 0.
Onaobtenu: VneN, u,+1 = uy: (4,) est croissante. O

Exemple 4. Soit (v;,)en telle que : vp €]0,1[, et VREN, v,y = /5.
1. Montrer: VneN, v, €]0,1[.

2. Montrer: V x €]0,1[, /x = x. En déduire la monotonie de la suite (v,,).

4.2.2 Utilisation de la monotonie de f

Il faut commencer par

dresser le tableau de variation de f sur L.

Un cas important est alors celui ou1 la fonction f est croissante sur I.

Dans ce cas, supposons que iy < u;. Par croissance de f, on aura alors f(ug) < f(u), soit u; < uy et ainsi
de suite : par récurrence, on voit que (u,) est croissante. Au contraire, si 1y = u;, on obtient par les mémes
arguments que (u,) est décroissante.

En résumé :

Si f est croissante sur I, alors la suite (#,) est monotone ; son sens de variation est
donné par la position relative de ug et u;.

Remarque 2. Ce résultat n’est pas utilisable tel quel sur une copie, et devra étre redémontré dans le contexte
proposé.

Eviter Perreur classique qui consiste a affirmer que si f est croissante sur I, la suite (u,,) est aussi croissante.

La position relative de 1y et u; peut étre facilement déterminée si on dispose d'une valeur pour 1 ; dans les
cas les plus embétants, on peut avoir a étudier le signe de la fonction x — f(x) — x pour en déduire le signe de
w1 — up = f(uo) — up.

Si f est décroissante sur I, c’est plus compliqué... Une stratégie consistera a étudier les suites (u2,) et (Uz,+1),
qui seront monotones. Ceci fera 'objet d’indications.

Remarque 3. Le tableau de variation de f peut montrer que f est croissante sur certains intervalles, et décrois-
sante sur d’autres. Pour pouvoir utiliser les arguments de monotonie précédents, il faut avoir déterminé un in-
tervalle I dans lesquels seront tous les termes de la suite (u;) (ot au moins APCR) ; on utilise alors la monotonie
de f sur cet intervalle.



5 Convergence

5.1 Lecas d’école: théoreme du point fixe

Une fois qu’on a étudié la monotonie de (u,), on peut étudier sa convergence. Les arguments suivants sup-
posent que (u,) est monotone, au moins a partir d'un certain rang. On cherche alors a utiliser le théoreme de
convergence monotone. Les cas typiques sont les suivants :

* (up) est croissante et majorée, ou décroissante et minorée : on applique le théoréme et on conclut a la
convergence.

* Si(uy) est croissante et non majorée, elle tend vers +oo; si (1) est décroissante et non minorée, elle tend
vers —oo.

Remarque 4. Attention, le théoréme de convergence monotone ne donne pas la valeur de la limite. Il est donc
faux de dire que : « (1) est décroissante, et minorée par —1, donc liIP Up=-1».

n—+oo
On dispose cependant d’arguments généraux pour déterminer la valeur de la limite.

Définition 2. On dit que ¢ est un point fixe de f ssi f(£) = £.

Théoreme 2 (Théoréme du point fixe). Soit (1) ,en Une suite vérifiant la relation de récurrence :
VnreN, uy1 = f(u,). On suppose que (u,) converge vers £, et que f est continue en €. Alors f(£) = ¢.

Autrement dit : si une telle suite converge, c’est vers un point fixe de f.

Exercice 3. Soit (u,) définie par :

Ug = 0
VneN, ups1 = uy+In2 —uy)
On a vu: pour tout entier n, u, est bien défini et appartient a [0, 1] ; et que la suite (u,) est croissante.

3. En déduire que (u,) converge, et donner sa limite.




Le théoreme du point fixe a plusieurs conséquences :

* Sionadémontré la convergencede (u,) motamment al’aide des théorémes de convergence monotone),
ce critére nous donne la limite. Sil’équation f(¢) = ¢ admet plusieurs solutions, le « choix» de la limite
se fait en localisant les termes de la suite : par exemple, si tous les termes de la suite sont positifs, elle
ne pourra pas converger vers —1. Il est trés important de noter qu’il faut d’abord montrer que la suite
converge.

Exemple 5. On reprend la suite de 'exemple 4. Montrer que (u,) converge ; donner sa limite.

* On peut utiliser ce résultat pour montrer que (u,) ne converge pas.
Supposons en effet que les u; soient dans un intervalle [a, b]. Si (1,,) converge, alors sa limite ¢ € [a, b]
vérifie f(€) = £. Par I'absurde, si f n'admet pas de point fixe dans [a, b], alors la suite ne peut pas con-
verger.

. 1 .
Exemple 6. Voir u,.; = u, + — dans les exercices.
Un
¢ Dans ces cas de non-convergence, la monotonie peut encore servir a déterminer le comportement de la
suite : par exemple, si (i) est croissante et qu’elle ne peut pas converger, alors u,, — +oo.

5.2 Questions Python asymptotiques

Le second grand classique Python sur les suites récurrentes : déterminer a partir de quel rang on a telle ou telle
propriété. On itére toujours I'«application de f » pour passer d'un terme au suivant. Cette fois comme on ne
sait pas combien de fois devra tourner la boucle on utilise un while. On demande que la boucle while s’arréte
quand la condition recherchée est vraie... donc qu’elle continue tant que la condition recherchée est FAUSSE.

Exemple : avec la suite uy =0, up+1 = Uy +1In(2 — u,), compléter le code suivant pour qu’il affiche le premier
rang a partir duquel u, > 0.99999.

On remarque que la réponse a afficher est une valeur de n (et non de u,,) : il faut donc installer un COMPTEUR
qui affichera le rang du dernier terme calculé.

N = .... # initialisation compteur

u = .....

TG ccocoocoocoocoooo0oo g
................. # calcul du terme suivant de la suite
Iif B co0o0ococo0o0co00000 # incrémentation compteur

print (.......... )

NB : ici on n’est pas dans un environnement de définition d'une fonction (avec def) donc on veut afficher le
résultat avec print.

5.3 Utilisation de I'TAF

Une technique usuelle dans I'étude de suites récurrentes est la démonstration de la convergence a 'aide de
I'inégalité des accroissements finis. Le principe est grosso modo le suivant :

e Par divers moyens, on a montré que tous les u, sont dans un intervalle I.
 Cetintervalle I vérifie les deux choses suivantes :

— il contient un point fixe € ;
- Vxel, \f’(x)|sk,avec0sk<1.

e Linégalité des accroissements finis donne alors, pour tous (x,y) € I? : | f(y) — f(x)| < k|y — x]|.

e Notamment, en appliquant cela avec x = £ et y = u, (qui appartiennent bien tous deux a I), on montre :
VYneN, |f(u,) - fO]<klu,—0l ,soitencore |41 -0l <klu,—¢|

e Une récurrence sans difficulté notable montre alors

vneN, lu, -2 < k™ uy—£

 Avec I'hypothese faite sur k,ona lim k" =0;onendéduit lim |u,—¢/=0puis lim wu,="~¢.
+ n—+oo n—+oo

n—



5.4 Exercices

Exercice 4 (Scénario usuel).
Soit (u,) définie par :

Uy >0
VREN, Uy = Uy e 2ln

1. Dans cette question uniquement, on suppose que gy = 1.

(a) Compléter le? code3 suivant, qui prend en entrée un entier n et renvoie la liste [uy, ..., U].

import numpy as np
def liste_termes(n):
L = np.zeros(...)
L[o] =
for k in range():
L[k+1] =
return

(b) Le code suivant :

import matplotlib.pyplot as plt
absc=np.arange (21)

plt.scatter (absc,liste_termes (20))
plt.grid ()

plt.show ()

renvoie le tracé :

w0l e
0.8
0.6
0.4

0z
L

0o

00 25 50 75 100 125 150 175 200
Que peut-on conjecturer sur le comportement de u,, pour n — +co0 ?
On revient au cas général 1 > 0.
2. Montrer que (u,) est a termes strictement positifs.
3. Quelle est la monotonie de (u;,) ?

4. En déduire que (u,) converge, et donner sa limite.

2Ici on construit d’emblée un np . array de «0» , qu’on remplit de proche en proche. On peut envisager une autre méthode qui consiste

a partir de la liste [ug] et, a chaque tour, a calculer le nouveau terme, et a I’ajouter a la liste avec append.

Ca fonctionne mais ¢a produit un objet de type 1ist et pas un np.array, ce qui peut étre limitant pour la suite. On privilégiera donc le

np.array...
3... sans pour autant oublier la régle qui domine toutes les autres : faire ce que 'énoncé de I'épreuve vous dit de faire.



Exercice 5 (Une utilisation détournée du théoreme du point fixe).
Soit (w,) définie par :

wo>0

1
VneN, wyy =w,+—
Wn

1. Montrer que, pour tout entier n, w,, est bien défini et w, > 0.
2. Montrer que (wy,) est croissante.

3. On suppose que (wy) est majorée ; montrer qu’alors (w,) converge vers ¢ € R et aboutir a une contradic-
tion.

4. Que dire alors de w;, pour n — +00?

5. Ecrire un code Python qui renvoie le plus petit entier N tel que uy > 1000.

Exercice 6 (Un cas particulier de suite logistique).
Soit (t,) définie par :

o€

1[

0, -

2

VneN, 41 =2t,(1-t,)

1
1. Montrer:VneN, ¢, € (),5

2. Montrer que (Z;) est croissante.

3. En déduire que (¢,;) converge, et donner sa limite.

1
= 1].

4. On suppose maintenant # € 5

1
Montrer: VneN*, ¢, € |0, 3l La suite (¢,,) est-elle convergente ? Si oui, vers quelle valeur ?

Exercice 7 (Avec I'IAF).

Soit la suite (u;) définie par up =0, et VreN, uyr1 =2+ up.

1. Montrer par récurrence que u, est bien défini, etque: VneN, 0 < u, <2.

1
2. Soit f(x) =v2+x: montrer: ¥ x € [0,2], f’(x)| < —.
2V2
1 1
3. Endéduire: VneN, |un+1 —2| < (ﬁ) |un—2|

1 n
4. Montrer : VneN, ’un - 2| <2 (m) . Conclure sur la convergence de (u,,).



