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Une suite implicite

Pour tout entier n € N*, on note &, la fonction définie sur R} par:

1
Vx>0, hy(x)=x"+1+—
xn

1. Montrer que pour tout n € N*, la fonction h, est strictement décroissante sur ]0, 1], et strictement crois-
sante sur [1, +ool.

2. Endéduire que pour tout entier n non nul, I’équation &, (x) = 4 admet exactement deux solutions, notées
U, et vy, vérifiant 0 < u, <1< vy,.

3. (@

(b)
(©)
(d)
4. (a)
(b)
(©)

5. (a)
(b)

Montrer que :
(x_ 1)(x2n+1 _ 1)
xn+1

Vx>0, VrneN*, hy(x)—h,(x)=
En déduire: ¥V n e N*, h,.1(vy,) =4.

Montrer que la suite (v,,) est décroissante.

Montrer de méme que la suite (u,) est croissante.

Montrer que la suite (v,) converge vers un réel ¢, et montrer que ¢ = 1.

En supposant que ¢ > 1, démontrer que nlil}lw(vn)" = +o00. En déduire une contradiction.
Déterminer la limite de (v;,).

3+v5

2
Retrouver a 'aide de la question précédente la valeur de liIJIrl Up.
n—+oo

Montrer: ¥V neN*, (v,)" =

Probleme

1
Soit (a,) nen une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général — converge.
a

n
n

Le but de cet exercice est de prouver que la série de terme général u, = ——— converge également,

at+ax+..+ay

+0oo 1
etque, deplus,ona ) u, <2y —.

n=1 n=1 an

Ftude d’'un exemple

Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose a, = n(n+1).

1

- 1 1 . P - o 1
1. Vérifier que — = — — ——, puis en déduire que la série de terme général — converge, et donner sa

)
a, n n+l1 an

somimne.

2. Pour tout entier naturel z» non nul, déterminer u,, en fonction de n.

3. FEtablir la convergence de la série de terme général u,, et donner sa somme, puis vérifier que I'inégalité
annoncée est bien satisfaite.



Etude d’un second exemple

On suppose dans cette question que, pour tout n € N*, ona: a, = n!

p 1
1. Etablir la convergence de la série de terme général —.
an

2. Montrer que, pour tout entier naturel # nonnul, ona: u, < (on cherchera une minoration tres

(n-1)!
simplede 1!+ 2!+ 3! +... + n!).
+00
3. En déduire que la série de terme général u, converge, et une majoration de Z Up.
n=1
+00 +0o 1
Montrer qu'onabien ) u,<2) —.
n=1 n=14n

Cas général

On admet ici l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Soient ay, a2, ..., &y, P1,P2, ..., pr, des réels quelconques. On a:

(S <(Et)(En

1. Montrer:
. ) 1 4 n?
YrneN', 1+2+--+n)<(@m+ax+-+ap)|—+—+.+—
a) a an
2. Utiliser le résultat précédent pour établir que :
2n+1 1 1 no k2
wmen, 2L (1 1k
ai+ay+..+ay n? (n+1)?){Z ak
3. En déduire, par sommation, que :
N 2n+1 N1
VNeN*, Y ——— <4y —

Siataxt-+ay & ax

N [ n N [ N
Indication : on fera apparaitre une somme double qu’on intervertira: ) (Z up, k) =) ( > un,k).
n=1\k=1 k=1\n=k

o ‘o 2n+1 e .
4. Montrer enfin que la série de terme général ———— converge, puis établir I'inégalité demandée.
ar+ax+---+ap



