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Exercice 1 : Une étude de fonction et de suite

Soit f la fonction de R dans R définie par

1.

(a)

(b)

1
flo=x- Z(x+ e ™
Calculer f’ et f". Etudier les variations de f".
Les formules de dérivation usuelles donnent :

1 1 1
VXeR, flix)=1—--e *+-(x+1e *=1+-xe "
fx 1 4( ) 1

et
1 1
VxeR, f'(x)= Z(e_x—xe_x) = 4_1(1 —x)e "

Une exponentielle étant toujours strictement positive, le signe de f”(x) est celui de (1 - x) ; on
obtient donc le tableau suivant :

X — o0 +o00o

1
fl/ x) N ¢ _

NN

Montrer que P'équation f’(x) = 0 admet une seule solution réelle o, et que -2 < o < —1.
On pourra utiliser les valeurs approchées e ~ 2,71 et e* = 7,39.

On a besoin de donner les limites de f, ainsi que la valeur en —1.
On obtient :

e lim f'(x)=—o0avecx — —oo, e~* — +oo (pas de forme indéterminée)
X——00

1
. f’(1)=1+@>0

X

e lim f'(x)=1,avec xe * — 0 pour x — +oo (croissance comparée usuelle).
X—+00

D’ou le tableau

X — 00 1 +00
e + 0 -
1+ 4
J'(x) / \
—00 1

On voit alors que f’ est continue, et strictement croissante sur ] — oo, 1[ ; donc réalise une bijection
de]—o0,1[sur] —oco,1+ ﬁ[.

Comme 1+ i >0,o0na0€]—o0,1+ é[, et donc il existe un unique « €] — oo, 1] tel que f'(a) = 0.
On voit aussi sur le tableau que f’ ne s’annule pas sur [1, +oo[ ; donc il existe un unique o € R tel que
[ =0.

Pour le localiser plus précisément, calculons :
1
e fI(-2)=1- Eez < 0 avec la valeur approchée donnée ;

. f’(—1)=1—§>0



()

(d)

Comme f'(-2) < 0 et f'(—1) > 0, on peut conclure par théoreme des valeurs intermédiaires que
—-2<a<-1.

En déduire le tableau de variation de f. Préciser les limites de f en +oo et —co.
On «met a jour» le tableau de variations précédent avec ces nouvelles informations :

X —00 [0 1 +00
1

/1+@\ 1

()
/

signe f'(x) - ¢ +

Fx) /
/’

Tracer un apercu de la courbe de f. Ony fera figurer les informations obtenues précédemment,
ainsi que les coordonnées du point d’'intersection de 6 avec I'axe des ordonnées.
On admettraque o = —1,2.

1
Ona lim f(x)= lim e™* (xex ——(x+ 1)). Or pour x — —o00, e~* — +o0, et xe* — 0 (croissances
X——00 X——00 4

comparées, 'exponentielle tend vers 0 et 'emporte) ; donc
lim f(x)=+o0
X——00
Pour x — +00, les mémes croissances comparées donnent (x+1)e™* — 0 ; et donc
lim f(x)=+o0
X—+00

Pour le tracé :

e f atteint son minimum en o= —-1,2;
1
e f(0)=- 1 (point d’intersection entre la courbe et 'axe des ordonnées)

et on obtient I'apercu suivant :



(e)

En Python on effectue les imports suivants :

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

@

ompléter le code suivant, qui affiche la représentation graphique de f sur I'intervalle [-2;2] :

def f(x):
return x-(1/4)*(x+1)*np.exp(-x) # mettre une syntaxe correcte !!
# (¥ pour la multiplication, etc.)

X = np.linspace(-2,2,100) # assez de points équirépartis entre -2 et 2
plt.plot (X,£f(X)) # et comme on manipule des array, f agit terme & terme

# sur la liste des abscisses

plt.show ()

2. Soit (u,) la suite définie par up =0et: VneN, u,s = f(uy).

(a)

(b)

(c)

Montrer que f([—1,0]) = [—1, i]

Erreur d’énoncé : il faut en fait lire f([-1,0]) = | -1, it

1
Onreprend le tableau de variationde f: ona f(-1) = -1 et f(0) = 7 f estcontinue et croissante

sur [-1,0] (ne pas oublier cet argument de monotonie !!!) ; d’ol1 on déduit bien que
1
-1,00) = [-1,~
71,00 = [-1.4]

Montrer que pour tout entier 7 > 0,on a —1 < u, <0, et que la suite (u,) ,cn est décroissante.
On procede par récurrence sur n € N*.
1
e Initialisation: pour n=1,0na u; = f(uy) = f(0) = 2 ;donconabien-1<u, <0
¢ Soit n € N* fixé ; on suppose que —1 < u; < 0. Autrement dit : u, € [-1,0] ; et donc u,4; =

flun) € £(1-1,01) = [—1&].

Donc -1<u, < “a <0:on abien I’hérédité.
 Finalement : pour tout n e N*, -1 < u, <0.

Pour la décroissance, calculons, pour n e N:

Un Un

1 _ 1 _
U1 — U = f(Up) —uyp = un—Z(un+1)e =—Z(un+1)e

Comme u, = —1 pour tout n (pour tout n > 0 d’apres ce qui précede, et up =0),ona l+u, =0, et
1 .
donc —Z(un +1)e 4" <0: on obtient
VneN, ups1 —up <0
et la suite (u,,) est bien décroissante.
Montrer que (1,,) ,en converge, et déterminer sa limite.

(uy) est décroissante, et minorée par —1 d’apres ce qui précede ; elle est donc convergente.
Comme u, — ¢, on a aussi u,+1 — ¥, et en faisant n — +oo dans la relation

1
VneN, upel = Uy — Z(un +1)e Hn

on obtient )
(=0- 2+ De*

1
ce qui donne Z(ﬂ +1)e ! =0. Comme e~! est toujours non nul, on a donc £+ 1 =0 ; et donc (u,)

converge vers £ = —1.



Exercice 2 (une suite implicite)

Pour tout entier n € N*, on note /1, la fonction définie sur R’} par:
n 1

Vx>0, hy(x)=x"+1+ —

xn

1. Montrer que pour tout n € N*, la fonction £, est strictement décroissante sur ]0, 1[, et strictement
croissante sur [1, +ool.

On passe par sa dérivée. h,, est dérivable sur R} comme composée de telles fonctions (le dénominateur
ne s’annule pas sur R}).
En écrivant i, (x) = x" +1+x " il vient :

2n
x" =1
Vx>0, h,(x)=nx"" 4+ (-mx " =n

xh+l

n et x"*! sont strictement positifs donc le signe de k), est celui de x*" — 1.

Onadonc: Vx€]0,1[, hj,(x) <0;etVxe]l,+ool, h},(x)>0.
La fonction h,, est donc strictement décroissante sur ]0, 1, et strictement croissante sur [1, +ool.

2. En déduire que pour tout entier 7 non nul, 'équation h,(x) = 4 admet exactement deux solutions,
notées u;, et v,, vérifiant 0 < u,, <1 < v,,.

On peut dresser un tableau de variations de h,, (les limites sont évidentes) :

X 0 1 +00

+00 + o0

hy(x)

En appliquant le théoréme de la bijection sur10,1[ :

hy est continue, strictement décroissante sur ]0, 1[, donc réalise une bijection de ]0, 1 sur 3, +oo|[. 4 €]3, +00],
donc il existe un unique réel de 10, 1[, qu’on note uy, tel que h,(u,) =4.

De méme sur |1, +oo[ :

h, est continue, strictement croissante sur ]1,+oo[, donc réalise une bijection de ]1,+ool[ sur 13, +ool.

4 €]3, +o0[, donc il existe un unique réel de 11, +oo[, qu’'on note v, tel que h,(v,) =4.

Comme h,(1) =3 # 4 on n’a bien que deux solutions a I'équation &, (x) =4 sur R.

De plus u, €]0,1[ et v, > 1 d’apres la construction ci-dessus : on abien 0 < u, <1 < vy,.

3. (a) Montrer que:
(x_ 1)(x2n+1 _ 1)
xn+1

Vx>0, VreN", hy(x)—hy(x) =

On travaille sur I'expression de gauche :
* n+l 1 n 1
Vx>0, VneN", hyi1(x)—hpx)=x"+1+ ——[x"+1+ —
xntl xn

x2n+2 +xn+1 +1— (x2n+1 +xn+1 +x)

xn+1
x2n+2 +1-— x2n+1 _

X

xh+l

et en observant par ailleurs :

(x_l)(x2n+l_1) x2n+2_x_x2n+l+1
xn+1 xn+1

on a bien I'égalité demandée.



(b)

(©

(d)

(a)

(b)

(©

(a)

En déduire: VneN*, h,.1(v,) = 4.

On pose x = v, (qui est bien > 0) dans 1'égalité de 3a:

(V= D(@,2" 1 =1)

Vnn+1

VneN*, hye1(vp) — hp(vy) =

Comme v, >1,onav,—1>1et v,,z”“ —1>1, et 'expression précédente montre que h,.41 (V) —
hn(vy) > 0; de plus, par définition, h;,(v,) = 4. On a donc obtenu k41 (v,) —4 > 0, ce qui implique
hpi1(vyp) 2 4.

Montrer que la suite (v,,) est décroissante.
Méthode connue : on utilise la monotonie de h;,... ici, en fait de /4.
On écrit 4 = hy41(Vy41) (toujours par définition de v,,+1) ; donc

VReN, hyy1(Vy) = hpe1 (Vn41)

Par stricte croissance de h;4; sur]l,+oo[ on en déduit v, = v,+1 : la suite (v,,) est décroissante.

Montrer de méme que la suite (u,,) est croissante.
On pose cette fois x = uy, :

(Up — D (w21 -1)

unn+1

Vne N*, hn+1(un) - hn(un) =

Avec 0 < u,, < 1 onvoit que cette derniére quantité est positive ; ceci montre de méme que k41 (1) =
4; puis que hp41(up) = byt (Ups1).
Or h, est strictement décroissante sur ]0,1[ (intervalle auquel appartiennent u,, et u,.1) ; ce qui
donne

hni1(un) 2 b1 (Upg1) = Uy < Upy

et la suite (u;;) est donc croissante.

Montrer que la suite (v,,) converge vers un réel ¢, et montrer que ¢ > 1.
(vy) est décroissante et minorée par 1, donc converge vers une limite réelle £ = 1 par théoreme de
limite monotone.

En supposant que ¢ > 1, démontrer que liIP (vp)" = +oo. En déduire une contradiction.
n—+oo

Par décroissance de (v,) ona:VneN, v,=€>1,doncv,” =€". Orsi£>1, £" -y +oo donc par
n—+00
minoration v,” — +o0.
n—+o0o

Or on sait, par définition de v, que h; (v,) = 4 ce quis’écritencore v,"+1+— =4.Siv,” — +oo,
n n n — 4
Uy, n—+oo

1 P o .y
v,"+1+— — +oo par opérations usuelles sur les limites : c’est absurde car cette quantité
v, n—+oo

Déterminer la limite de (v;,).
Onaf =1 eton vient de voir que £ > 1 amene une contradiction : donc £ = 1.

3++v5
Montrer: VneN*, (v,)" = 2\/_.
s 1 1 e
Par définition de v,, ona v, +1+ — =4 PosonsalorsX:vnnzonaX+1+)—(:4, ce qui s’écrit
v}’l
X?-3X+1
encore —— =0
. /3
3+v5
OnrésoutdoncX?-3X+1=0: A=5etdoncX = T

Avec4<5<9ona?2<+5<3etdonc

3+v5
On en déduit donc v,,"* = 2\/_.

5 1
< 3 : cette solution ne peut pas étre v,,”* car v, > 1.




(b) Retrouver alaide de la question précédente la valeur de lim v,,.
q P T
n—+o00

1 3+Vv5
Onavnz(vn”)””:exp(;ln( \/_)) — 1

2 n—+oo

Probléeme (DM 1bis)

1
Soit (a,) ,en une suite de réels strictement positifs telle que la série de terme général — converge.
an
n
Le but de cet exercice est de prouver que la série de terme général v, = P converge également,
ay+day+..+a
+00 1 "
et que, de plus, on a Z up <2y —

n=1 n=1 an

Ftude d’'un exemple

Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose a,, = n(n + 1).

1 1 1 1
1. Vérifier que — = — — 7 puis en déduire que la série de terme général — converge, et donner sa
a n o n a
somme. " "
1 1  (n+l)-n 1

n n+l nn+1) nn+l) a,

Soit N e N* : on a par téléscopage :

i 1 _N( )_1_ 1
n:1“n_ n n+l N+1

n=1

et donc pour N — +oo, cette somme tend vers 1 : Z — converge, et
n

2. Pour tout entier naturel 7 non nul, déterminer u,, en fonction de 7.

an = n(n+1) = n? + n donc par les formules usuelles :

2n+1+3)

1 _” 7 nn+1)(2n+1) n(n+1)_n(n+1) _nn+1(n+2)
gak_g g 6 2 6 N 3

n 3 3
nm)n+2) ~ (n+ 1) (n+2)
3

et u, =

3. Etablir la convergence de la série de terme général 1, et donner sa somme, puis vérifier que I'inégalité
annoncée est bien satisfaite.

. 3 Lo - .
On voit que up '\_;_ — =0,donc Y u, converge par comparaison a une serie de Riemann convergente
n—+oo pn

(on compare bien des SATP).

3 1 1
VYneN*, u,= =3( - )
(n+1(n+2) n+l n+2

On remarque aussi que

de sorte que, si N € N*, on obtient par téléscopage

n=1
+00 3
etpour N— +00: Y uy ==
n=1 2

1 T 1
Or on avu que Z——l onablenZunSZZ—

n=194n n=1 n=1%n



Etude d’un second exemple

On suppose dans cette question que, pour tout n € N*,ona: a, = n!

. 1
1. Etablir la convergence de la série de terme général —.
dan

. 1 1 . . .
La série de terme général — = = est la série exponentielle, qui est convergente.
a, n
+oo 1 +00 1

OnaaussiZ—':Zﬁ—lze—l.
. n=0 1

n=1

. Montrer que, pour tout entier naturel z nonnul,ona: u, < T (on cherchera une minoration tres

(n—-1
simplede 1!+ 2! + 3!+ ... + n!).
1l suffit d’écrire :

vneN', ag+---+a,=1+---+nl'=n!

. 1
eton aensuite u, s — = .
n! (n-1)!
+00
. En déduire que la série de terme général 1, converge, et une majoration de Z Up.
n=1
+00 +00 1
Montrer quwonabien ) u,<2) —.
n=1 n=1 ap

La série de terme général ( est également une série exponentielle (décalée d'un indice) donc con-
n

-1!
verge ; et toujours par comparaison de SATP, }_ u, converge. De plus la majoration précédente (valable
pour tout n € N*) donne en sommant :

+00 +00 1 +00 1
Y oup< ), =) —=e
n=1 n=1 (n—-1) k=0 ™

(enposantk=n-1)
On adonc:

+00
1
« 2 Z — =2(e—-1)=2(2.71-1) =3.42

n=19n
+00
e Y up,<e=271
n=1

+001

+o0
donc ) up,<2) —.
n=1 n=1An

Cas général

On admet ici l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Soient ay, a2, ..., &y, P1,P2, ..., Pr, des réels quelconques. On a:

(S <(Et)(E0

1. Montrer:

1 4 n?
e — o+ —
ay az ap

VReN, 1+2+-+ni<(a+ay+--+ap)

On cherche donc a appliquer Cauchy-Schwarz ; en examinant la formule on aimerait bien poser O‘i = ay
k2
et ﬁi = a—k. Allons-y donc : on applique Cauchy-Schwarz avec

k
VkeN", ap=+var et Ppr=——
Vak



(les ay étant > 0 par hypothese, ceci ne pose pas probléme).

On a alors

R

k=1

(£ <(Em)-(£2)

k=1 k=1 %k

ce qui s’écrit ici :

ce qui est bien ce qu'’il fallait démontrer.

. Utiliser le résultat précédent pour établir que :

. 2n+1 1 1 n k2
VneN~, <4

a+ag+..+a, \n2 (n+1)? = ak

N n N
Indication : on fera apparaitre une somme double qu'on intervertira: )_ ( Y up, k) =) ( dYou n'k) .

n=1\k=1 k=1\n=k
P : nn+1) ‘s
On connait I'expression de la somme de gauche: 1+2+:--+n = — La formule précédente donne :
2 2 n n 2
n“(n+1 k
4 k=1 k=1 %

n
puis on divise par Z ay. (strictement positive), puis par n?(n+1)2 >0:
k=1

1 _ 1 ok
A ar  n2(n+ 12\ ax

ce qui permet de conclure.

et en multipliant par4(2n+1) >0:

2n+1 2n+1
<

n 2 2
k=1 %k n“(n+1)

&|a~

2n+1 1

Onremarque enfinque: ——— = — — ——
q d n2(n+12 n? (n+1)?

. En déduire, par sommation, que :

2n+1
YNeN*, Z
=11 +az+--

N1
L
Sommons la relation précédente pour »n allant de 1 a N (OK car elle est vraie pour tout n € N*) et ef-
fectuons la permutation suggérée. Il faut ensuite prendre garde aux facteurs qui peuvent «sortir de la
somme» .

2n+1
1a1taz+..+ an

M=

3, —
I
- *t |~
+
e
~——— ~— =
NN N

by

1 1 )
n? (n+1)?2

=
I

M2 T
o~
—_——

N

S
Il
—
=
—

§N| —
T
+
—
=<

N

™Mz

[\’]Z ||M:

NN N
—_—— —_

k=1n
N N 1 1
<4 — - téléscopique
k; ,;C(nz (n+1)2) ; P
N N 1 1
<4 -
gl ,;C ( k2 (N+ 1)2)

I
o~
Mz

|- 2% 2% 8%~

M=

3

I

=

k2 y
NI—'
P

=~
Il
—

N
o~
Mz

o~
Il
—
Q
=



- . 2n+1 c
4. Montrer enfin que la série de terme général P converge, puis établir 'inégalité demandée.
al az Y an

1
Z — est une SATP convergente donc on peut écrire :
ag

N 2n+1 N 1 too
—————<4) —<4) —
=11t azx+..+ap =1 Ak =1 Ak

. L 2n+1 . .
La série de terme général ——— — est donc une SATP dont les sommes partielles sont majorées
at+ay+---+ay

(par une quantité indépendante de N) ; donc elle converge, et on obtient en sommant :

too 2n+1 picol|
<4 -
=11t axt+..+ap k=1 Gk

2n+1 2n
De plus, pour tout n, =

= , de sorte que :
a+a+..+ay a+ax+..+ay
2n+1 Tt 1

<y Y-

<4
sl tat..t+a, Syartaxt..tap =1 Gk

+00 2

ce qui s’écrit aussi

+00 +0o 1
Y 2u,<4) —
n=1 n=14n

et on obtient I'inégalité voulue en divisant par 2.



