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Annexe

Exercices type d’algébre linéaire

xX+y—-z—-1t=0
y=2t=0 '

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*, et en donner une base.

1. SoitF = {(x,y,z, feR?

Réponse :On a:

( HeFo X+y—z—-t=0 - xX+2t—z—-1t=0 - XxX=z-1
X0 2,
¥ y—=2t=0 y=2t y=2t

donc F ={(z—1,2t,2,1) | (z, 1) € R?} = {2(1,0,1,0) + £(-1,2,0,1) | (2, 1) € R*} = Vect((1,0,1,0),(-1,2,0,1)).
Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de R, et la famille {(1,0,1,0),(-1,2,0,1)} est génératrice de E

Cette famille est constituée de deux vecteurs non colinéaires ; c’est donc une famille libre , et donc c’est
une base de E On a aussi dim(F) = 2 (le cardinal de la base obtenue).

2. Soit f:R3 = R3, (x,,2)— (x=3y -T2, —Xx+2y+42,2x— y + 2).
Déterminer des bases de Im () et Ker (f).

Réponse : On résout f(u) = (0,0,0).

Soit u = (x,y,2) €R3. Ona

xX=-2z

x-3y—-7z=0
uekKer(f) © f(u) =(0,0,0) & { —x+2y+4z=0 @...pivot...@{

=-3z
2x-y+z=0 Y

d’ou Ker (f) = {(-22,-3z,2) | z€ R} = Vect ((-2,-3,1)).

Le vecteur (—2,—-3,1) est non nul donc forme une famille libre, donc une base de Ker (f). On en déduit
dim(Ker (f)) = 1.

Par le théoréme durangona: dim(R?) = dim(Ker () +rg(f); on en déduit rg (f) =2 = dimIm (f)).

On sait que Im (f) = Vect (£((1,0,0)), £((0,1,0)), £((0,0,1))) = Vect((1,-1,2),(~3,2,~1),(~7,4,1)). Im(f)
est de dimension 2 donc toute famille libre de deux vecteurs de Im (f) en constitue une base. Ainsi on a
par exemple :

((1, -1,2),(-3,2, —1)) est une base de Im (f) (deux vecteurs non colinéaires).



3. Montrer que la famille {(—1,3, 1),(0,0,1),(1,-2, 1)} est une base de R3. Donner les coordonnées dans
cette base du vecteur (a, b, ¢).

Réponse : Soient A1, Ay, A3 trois réels.

Ona
—A1+A3=0

A1(=1,3,1) +A2(0,0,1) + A3(1,-2,1) = (0,0,0) & { 3A; —2A3=0 S A=A2=A3=0

AM+A2+A3=0

ce qui montre que la famille donnée est libre. On a alors une famille libre a 3 vecteurs de R3, avec

dim(R3) = 3 : c’est une base de R3.

Les coordonnées de (a, b, ¢) dans cette base sont les uniques x, y, z tels que

(a) b) C) = x(_lys, 1) + J’(O,O, 1) + Z(lr _21 1)

Traduit sous forme de systéme on obtient

-x+z=a
3x—-2z=b
X+y+z=c

ce qui donne apres résolution x =b+2a, y=c—2b—-5a, z=b+3a.



