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TD6
Applications linéaires

Les bases

Exercice 1. (*)

1 -1 0
1. Soit f € £ (R®) telle que Mat (f, B,) = (O 1 —1). Donner 'expression de f((x, y, z)) pour tout (x, y, z) € R3.
1 0 -1
10 0 -2
. 21 0 1 , .
2. Soit f € ZL(A-(R)) telle que Mat (f, %) = 01 -3 -1/ Donner I'expression de f(M) pour tout
1 1 2 1
a b
M= (c d) € M (R).
1 1 1
3. Soit f € L(R,[X]) telle que Mat(f,%.) =|2 0 —1|. Donnerl'expression de f(P), olt P = a+ bX + cX?
3 0 1
est un polyndéme de Ry [X].
0 0
4. Soit f € L(R?, 4->(R)) telle que la matrice de f dans les bases canoniques est M = 4 g
-2
Donner I'expression de f((x, y)) pour tout (x, y) € R%.
0 01 -1
. . . 1 4 0 4
5. Soit f € L (A (R),R3[X]) telle que la matrice de f dans les bases canoniques est M = 101 0
3 3 3 3

Donner 'expression de f(M) pour tout M € 4> (R).

Exercice 2. (¥)
Les applications suivantes sont-elle linéaires?

fr: MB® — R?

fi: R — R fa: R — R’ a b
(x,y) — x+33y,y-2x) (x,y) — (x?) (C d) — (a+d,c—D)
fi: RXI — R3[X] fs: MR — MR (A BE My, (R) fixées)
PX) — XPX)-P'X) M — AMB

fG: '/%n(IR) - -/%n(IR)
M — ‘M+I,)



Exercice 3. (*) Dans cet exercice on admet la linéarité des applications introduites (rien de bien compliqué
mais c’est long et redondant avec I’exo précédent). Donner, pour chacune d’entre elles :

¢ Lamatrice dans les bases canoniques ;

¢ Le noyau (et une base de celui-ci s’il n’est pas réduit a 0), 'image (et une base de celle-ci en cas de non-
surjectivité) et les dimensions de ces deux espaces ;

* Le caractere injectif /surjectif / bijectif.

fi: RE — R
(x,y,2) — (Bx+y-3z,—-x+y+25x+2y-32)

On donnera la matrice de f; dans B (R3) puis dans la base 8 = {(2,0,3), 1,0,1),(-1,1, —2)}.

fo: RS — R?
(x,,2) — (—x+2y—-4z,x-4y+62,2x+4z,x+5y—32)

fs: AMB® — MR

a b a-2b+c b-c fa: Jﬂz(ﬂﬁ — g/lﬂi(u}l)w

c d c-b —-2a+4b-2c

. . 1 0} (1 0) (0 1 0 1
Ondonneralamatrlcedef4dans%c(ﬂg([ﬂi))pulsdanslabase%:{(O 0),(0 1),(1 0),(_1 0)}

f5: RY —  Moz®
x—2y+3z —-2x+4y+4t z—1
(x,y,2,1) ( z+2t x—y X+2y+z
fo: RX] — R2(X] fri RsX] — R3
P — 2P-X-1P P — (P(0),P(1),P(-1)

fg: ﬂz(R) — ./ﬂz(R) ou AZ(; _22)
M — AM

(indic pour aller plus vite sur fg: on pourra étudier 'inversibilité de A)

Exercice 4. Soit f 'application définie sur R par :
V(x, ) eR, f((x,) = @x—y,x+3y)

Montrer que f est un automorphisme de R?. Déterminer 1.

Etudes « concrétes » d’applications linéaires
Exercice 5. Soit & = (e, ez, €3, e4) une base de R?, et f I'endomorphisme de R* tel que
Vie{1,2,3}, flei)=eis1 et fle)=e
1. Que vaut 'endomorphisme f* 2 En déduire que f est un automorphisme, et donner f~!.
2. Déterminer M = Mat (f, %).

3. Pourie€[1,3] et j€[1,4], calculer fi (ej). En déduire, sans calcul matriciel, les matrices M2, M3, M*.



2 10 7
Exercice 6. SoitlamatriceA=| 1 4 3 et fI'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.
-2 -8 -6

1. Calculer Ker (f). f est-elle injective ? surjective ?
Onnote u=(2,1,-2).

2. Déterminer v € R3 de la forme (a, 1, b) tel que f(v) = u.

3. Déterminer w € R? de la forme (c, 1, d) tel que f(w) =v.

4. Montrer que % = (u, v, w) est une base de R3. Donner la matrice B de f dans cette base (sans utiliser la
matrice de passage!).

5. Montrer que Im (f) = Vect(u, v).

6. Donner la matrice de passage P = Pg_ 4 entre la base canonique et la base 28. Donner une relation entre
A,B, et P;la vérifier par le calcul.

Exercice 7. On considere les éléments suivants de .#3(R) :

1 0 0 01 0 0 0 1 1 -1 1
I=l0 1 of, 7=[1 0o 1], K=]0 1 0| et P=|[-v2 0 V2
0 0 1 01 0 1 00 1 1 1

On pose u = (1, —V2,1),v=(-1,0,1) et w = (1,v/2,1). On admet que (u, v, w) forme une base de R3, notée %B.
1. Justifier que la matrice P est inversible.
2. Sans calculer P~!, montrer que la matrice P~!JP est une matrice diagonale D que I'on explicitera.

3. Calculer J?, et exprimer J? en fonction de I et de K. En déduire que P~!KP est une matrice diagonale que
I'on explicitera.

4. Soit (a, b, ¢) € R3. On considére I'élément suivant de AM3(R) :

a b c
M=|b a+c b
c b a

(a) Montrer que M s’exprime simplement a 'aide de I,],K et a, b, c.

(b) En déduire que P~'MP est une matrice diagonale que I'on explicitera.

Exercice 8. Soit f 'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice :

1 -1 1
M=|0 1 0
0 -1 2

Id désigne 'endomorphisme identité de R3.
On note (e, €2, e3) la base canonique de R3. On considere les vecteurs u = (0,1,1),v=(1,1,1) et w = (1,0,1) de
R3 ; on admet que % = (u, v, w) est une base de R3.

1. Calculer f(u), f(v) et f(w) en fonction de u, v et w.

2. Ecrire la matrice de f dans la base 2.

3. Montrer que f est un automorphisme de R3, et donner la matrice de f~! dans la base 2.

4. Montrer que f? = 3 f —2Id. Retrouver les résultats de la question précédente a I'aide de cette égalité.

5. Démontrer que pour tout neN, f* = (2" -1) f+(2-2")1d.



Plus théorique
Exercice9. Soit f € & (R%), non nulle, telle que f2 =0.
1. Sans calcul: f est-il un automorphisme ?
2. Montrer : Im (f) < Ker (f).
3. En déduire les dimensions de ces deux sous-espaces vectoriels.
4. Soit u € R3, tels que u ¢ Ker f.

(a) Montrer que (u, f(u)) estlibre.

(b) Montrer que f(u) € Ker (f).

(c) Montrer qu'il existe v € Ker (f), non colinéaire a f(u).
(d) Montrer que (u, f(u), v) est une base de R3.

(e) Donner la matrice de f dans cette base.

Exercice 10. Soient f € £(E,F), g€ Z(EG). Montrer que go f =0 < Im f c Kerg.

Exercice 11. Soit f un endomorphisme. Démontrer :

Ker (f) = Ker (f) < Im (f) nKer (f) = {0g}

Exercice 12 (Noyaux itérés). Soit E un espace vectoriel de dimension n, et f € Z(E). Pour p € N, on note
N, =Ker(f?) etl, =Im(fP).

1. Préciser les sev Ny et .

2. Montrer: VpeN, N, cNpi1, ety cIp.

3. Enraisonnant sur les dimensions, montrer qu’il existe m € N tel que N, = Ny41.
4. Montrer alors que : Vn=m, N, = Ny,.

5. Montrerque: Vn=m, I, =1;.



Indications



