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Exercice 1

Soient (u,), (v,) et (wy,) trois suites définies sur N par leur premier terme:

uO:]-! UO:O’ LU()=0,
et les relations de récurrence :
Up+1 =3Up—Up+ Wy

VneN,§ vp+1 = un+20y,

Wp+1 = VUnt Wy

U 3 -1 1
Pour tout entier naturel n, on pose : X, = | v, |. Enfin,onnoteA=|1 2 0].
Wy 0o 1 1

1. (a) Reconnaitre, pour tout entier naturel 7, le produit AX,,.

(b) En déduire I'’expression de X;;, en fonction des matrices A, Xy et de I'entier naturel 7.
2. Onnote f 'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice A.

(a) Résoudre I'équation f(u) =2u, d'inconnue u € R3.

(b) Déterminer une base (e’l, eé, eé) de RS telle que la matrice T de f dans cette base vérifie :
210
T=|0 2 1
0 0 2
et que les vecteurs e}, e;, €} aient respectivement pour troisieme composante 1, -1 et 2. On notera

dorénavant %' la base (e}, €}, e3).

2 p2l p(n-1273
(c) Montrer:VneN, T"=| 0 2n n2"1
0 0 on

3. Soit P la matrice de passage de la base canonique a la base %’

(a) Exprimer A en fonction des matrices T,P et pL.

(b) Montrer: VneN, A" =PT"P~L,

(c) Calculer P~

(d) Montrer que X;, est égal a la premiere colonne de A”.
En déduire les expressions de uy, v, w, en fonction de n.

4. Informatique.

(a) Proposer une fonction Python suites qui prend en argument un entier » et renvoie U,V,Wou U =

[u[)y'--) un]yV: [UO,---) Un],WZ [W(),..., wn]

(b) A l'aide de cette fonction et du package matplotlib, compléter le script suivant qui représente
graphiquement sur une méme figure les termes des suites u, v, w pour 7 € [0, 10].

import matplotlib.pyplot as plt
S=suites( ... )
for s in S:

plt.scatter( ... , ... )
plt.show()




Exercice 2

1. On définit la fonction f par:
X
flx) = (1 + E)ln(l +X) - x

(a) Quel est 'ensemble de définition de f ? Montrer que f est de classe € sur cet ensemble de défi-
nition, que 'on notera 2 I
(b) Calculer f'(x) ; montrer: Vx€ Py, f"(x) = ﬁ

Déterminer le signe de f’, les variations de f et le signe de f sur 2y.

X
(c) Montrer: VxeR™", f"(x) < >

3
(d) En déduire: VxeR*,0< f(x) < f—z

2. On définit dans cette question la suite (1) ,,>; par:

nle”
VneN®, unzln( )

n"y/n
(a) En calculant soigneusement u, — u,+;, démontrer que :

1
VYneN* u, —une1 :nf(;)

(b) En déduire que la série Y (1, — u,+1) est convergente.

(c) Quelle est la nature de la suite (u,) ?

(d) En déduire qu’il existe une constante C > 0 (qu’'on ne cherchera pas a calculer, ce sera pour plus

tard) telle que :
n

n
n ~ C—vn

" n—+o0 el

Exercice 3

On admet dans cet exercice la formule suivante : pour tout x €]0, 1[, pour tout r €N, on a

Foo r+k k 1

Soient n et r des entiers naturels non nuls. On considére une succession (éventuellement infinie) de jets d'une
piéce. On suppose que la probabilité d’obtenir Pile lors d'un jet est 1 — x et celle d’obtenir Face est x (avec
0 < x < 1). Les jets sont supposés indépendants.

On pose :

¢ S, lavariable aléatoire égale au nombre de fois ot on obtient Pile au cours des n premiers jets ;
¢ T, la variable aléatoire donnant le numéro du jet olt on obtient Pile pour la r-ieme fois.
e P, I'événement « obtenir un Pile au n-ieme jet de piéce »,

¢ F, I'événement « obtenir un Face au n-iéme jet de piece » .

1. Préciser laloi de S;. Donner I'espérance et la variance de cette variable aléatoire.
2. Préciser laloi de T;. Donner 'espérance et la variance de cette variable aléatoire.
3. On cherche ici a donner la loi de T, ainsi que son espérance.

(a) Déterminer T, (Q).

(b) Soit k € N. Montrer 'égalité entre événements :

(Tr =k+ r) = (Sk+r—1 =r- 1) NPryr



(c) En déduire:
+r

k+r—1
VkeN,VreN*,P(T,=k+r)=( . )(l—x)rxk

(d) Vérifier que la somme des probabilités des événements (T, = k+7), ol k appartientaN, est égale a 1.

(r+k—1) (r+k)
(r+k) =r
r—1 r

(e) Montrer :

En déduire E(T,).

4. On se propose ici de retrouver E(T,) par un autre moyen. On note :

5.

e U =Ty;
e Pourtoutic€ [2,r], U;=T; = Ti_1.

(a) Exprimer T, en fonction des U;.

(b) Quelles loi suiventles U; ? (on donnera des éléments de justification). Retrouver E(T;).

Programmer une fonction Python T (r,x) qui renvoie un tirage de T, définie comme dans ce probleme,
pour des valeurs de x €]0,1[ et r € N* passées en argument.

On examine maintenant un jeu d’argent utilisant ces tirages.

Soient des réels a > 0 et A > 1. Un joueur parie de la facon suivante : lors du i®™€ jet, il mise la somme a’~! (en
euros) et jette la piece.

* Si Pile sort, il perd sa mise et gagne la somme Aa'~".

* SiFace sort, il perd sa mise.

On note G, la variable aléatoire égale au gain net du joueur (c’est-a-dire les gains moins les pertes) aprés son

ieme

n

6.

10.

succes (qui survient donc a l'issue du jet ayant pour numéro Tj,).

Programmer une fonction Python G(n,x,a,lambd) qui renvoie un tirage de G,, définie comme dans ce
probléme, pour des valeurs de x €]0,1[ et n € N* passées en argument.

. On suppose dans cette question que a = 1.

(a) Montrer que G; = —T; + A, et calculer 'espérance de G;.

(b) Plus généralement, exprimer G, en fonction de A, r et T. En déduire E(G,).

On suppose maintenant que a > 1.

—ah

(a) En examinant les gains et pertes lors des Ty premiers lancers, montrer que Gy = — +Aa "L,

(b) Etudier I'existence des espérances des variables aléatoires a'! et G;. Lorsque ces espérances exis-
tent, les calculer.

Montrer que, sous les mémes conditions qu’en 8b, E(a'r) existe pour tout entier r € N*. Calculer cette
espérance.

De maniére générale, exprimer G, en fonction de a et des variables Ty,..., T, ; en déduire E(G,).



Exercice 4

On consideére la fonction f définie sur ]0, +ool par :

Vt€]0,+ool, f(2) = t+%

Partie A : Etude d’'une fonction d’une variable

1. Etudier les variations de la fonction [ sur]0, +ool.
Dresser le tableau des variations de f en précisant les limites en 0 et en +oo.

2. Montrer que f réalise une bijection de [1, +ool vers [2, +oco].
On note g : [2,+oo[— [1, +ool la bijection réciproque de la restriction de f a [1, +o0l.

3. (a) Dresser le tableau de variations de g.

(b) Soit y € [2,+o0l.
En se ramenant a une équation du second degré, résoudre I'équation f(¢#) = y d’'inconnue ¢ €
10, +oo[. En déduire une expression de g(y) en fonction de y.

Partie B : Etude d’une suite

On introduit la suite () ,en+ définie par :
i 1 1
uy=letVneN ,un+1=un+2—=—f(nun).
n‘u, n

4. Montrer, que pour tout n de N*, u,, existe et u,, = 1.
5. Ecrire une fonction Python prenant en argument un entier 7 de N* et renvoyant la valeur de uy,.

6. On pose, pour tout n de N*, v, = Uy 41 — Up.

(a) Montrer: VneN*,0< v, < —-
n

(b) En déduire la nature de la série Z Vy.
n=1
n-1
(c) Calculer, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, Z Vk. En déduire que la suite (1) ,en+ cOnverge
k=1
vers un réel ¢, que I'on ne cherchera pas a déterminer.

1 ko1
7. (a) Montrer que, pour tout entier k supérieurouégala2,ona: — < f — dt.
k

k2 = - [2
n—1
(b) Pour tous entiers n et p tels que 2 < p < n, calculer Z vy et en déduire :
k=p

n-1
O<u,—-u sf —dt
n p o1 t2

(c) En déduire, pour tout entier n supérieur ou égal a 3: uy < u, <1+ uy.
Montrer alors que ¢ appartient a I'intervalle [2, 3].

(d) Montrer, pour tout entier p supérieur ou égala2:

1
0<sl-up<——
p-1

(e) En déduire un code Python qui renvoie une valeur approchée de ¢ 2 10~* pres.



