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Exercice 1

Partie I. Etude d’une fonction f.

On considére la fonction définie sur 'ensemble des réels positifs par :

1-e™* .
flx)= r si x>0
foy=1

1. Ecrire le développement limité de f(x) a lordre 1, au voisinage de 0. En déduire que f est continue
sur [0, +ool.

Pour x — 0 on aaussi —x — 0, et donc

2 x2
fo((-0)H)=1-x+ S o(x%)

e =1+(-x+
X
ce quidonne f(x)=1- 3 + 0(x) au voisinage de 0.

f est continue sur ]0, +oo[ comme composée de fonctions continues ; et de plus avec le DL précédent
lin% f(x) =1= f(0) ce qui donne la continuité en 0.
x—>

Finalement f est bien continue sur [0, +ool.

2. Déduire du méme développement limité que | est dérivable en 0, et donner la valeur de f'(0).

Le taux de variation en 0 s’écrit

X
_ 1-—+o0(x)—-1
S =/ = 2 =—=+o0(1)
x—0 X 2
et donc f'(0) = limM = —1,
x—0 x—0 2

3. Justifier la dérivabilité de f sur I'intervalle ]0, +oo[ puis déterminer la fonction ¢ telle que :

Vx>0, f/(x)= %

Sur 10, +o0], f est dérivable comme composée de fonctions dérivables sur leurs ensembles de définition.

Le calcul de la dérivée donne :
e ¥xx—(1-e¥)x1 3 1+x)e*-1
x2 B x?2

Vx>0, fl(x)=

ce qui donne @(x) = (1+x)e”*-1.

4. Ftudier les variations de . En déduire le tableau de variation de f qui sera complété par la limite de
f en +oo.

Cette fonction ¢ est a son tour dérivable sur R; ; et

—X

Vx=20,¢'x)=e*+1+x)(~e ) =-xe <0

donc ¢ est décroissante sur Ry.

X
Comme @(0) = 0, on en déduit que ¢ est négative sur R, ; ainsi f'(x) = &2) est négative pour tout x >0
x

1
(car le dénominateur x? est > 0). De plus f'(0) = -3 < 0; de sorte que finalement :



[ est décroissante sur Ry,

En +o0, e7* — 0 et x — +oo donc f(x) — 0 par quotient.

1
fx) \

Partie II. Etude d’une suite.
On introduit la suite (1) ,en+ définie par :

u
e n
1+u

n
vneN*, u, = f
0
5. Démontrer que pour tout entier naturel 7 non nul :
1
up,=-Inn+1)
e

Donner la limite de la suite (1) ;;,en>*.

Il s’agit de minorer la fonction a intégrer.
Soitn>0.0na:
YuelO,nl,0<u<n
u
>-1<-—x<0
n

sel<e g

e—l e—u/n 1
<

< <
1+u 1+u 1+u

= en divisant par 1+ u >0

et on obtient en particulier :
—uln -1

Yuel0,nj,
1

e

=
+u 1+u

d’ot1 en intégrant sur [0, n] :

ne—u/n n e—l no1 n
f du?[ duze_lf duze_l[ln(l+u)] =e¢ llnn+1)
o 1+u o 1+u o 1+u 0

ce qui donne le résultat voulu.

1
6. Prouver 'existence de I'intégrale f fx)dx.
0
1
D’apres la question 1, f est continue sur [0, 1] (crochets fermés!) donc f f(x)dx est bien définie.
0

1-e7*

7. Montrer: Vxe€[0,1], n < f(x).
1+nx
e . 1-e™*

Pour x €]0,1] on utilise 'expression de f(x) : f(x) =

Avecl+nx=nxona:
1-e¢7* l-e* 1-e*

Vx€]0,1], n sn = =f(x)
1+nx nx X
]' B 670 ye 2 ez .
Pour x=0: n——— =0et f(0) =1; 0 < 1 doncl'inégalité est encore vraie.

1+nx0



8. Montrer que, pour tout entier naturel 7 non nul :

1+u

n 1] 1
Osf du—unsf fx)dx
0 0

Examinons le terme central de cet encadrement :
noq noq n efu/n n 1_efu/n
f du—un:f du—f du:f —du
o 1+u o 1+u o 1+u 0 1+u

Comme u = 0 sur le domaine d’intégration, on a e Wn<1;etdoncVuel0,n, —— =0.
u

D’ou par positivité de I'intégrale (les bornes sont bien dans I'ordre croissant) :

no ny—euin
f du—unzf ——du=0
0 1+u

. u e L2
On pose maintenant x = — dans 'intégrale. Alors u = nx et du = ndx.
n

noq nl_e—x/n ll_efx 1 1—-e %
f du—unzf —dx:f ndx:f n dx
o 1+u 0 1+x o 1l+nx o l+nx

On reconnait dans cette derniére quantité le majorant de la question précédente. Comme :

—-X

Vxel0,1], n < f(x)

l+nx

1 1-— -X 1
f n i dxsf fx)dx
0 0

1+nx

on a en intégrant sur [0,1] :

On a donc finalement montré :

n 1 ll_e—x 1
du-u, = dx < d
fo 1+u U= tn n/g 1+nx . /Of(x) .

ce qui donne I'autre inégalité de I'encadrement.

9. Donner alors un équivalent de u, lorsque 7 tend vers +oo.

En calculant I'intégrale, 'encadrement montré dans la question précédente s’écrit :
1
0<In(l+n)-u, sf fx)dx =1
0

1
Onnotel= f f(x)dx : I estun nombre constant !
0

On divise alors cet encadrement parIn(n+1) (>0desque n=1):

Up I
1- <
In0+n) In(Q+n)

et on voit par le théoreme des gendarmes que
Up

=0;cequis’écritaussi lim ——— =1; et donc finalement

. Un
Iim 1-———
n—+oo In(1+n) n—+oo In(1 + n)

Uy Nwln(n +1) e leo In(n)

n—+

(dernier équivalent a démontrer par vos soins...)

Exercice 2

Dans ce probléme, toutes les variables aléatoires sont supposées définies sur un méme espace probabilisé
noté (2, «/,P).



PARTIE A: Des résultats préliminaires

Soient U et V deux variables aléatoires a densité indépendantes, de densités respectives f; et f; et de fonc-
tions de répartition respectives Fy et Fy. On suppose que les fonctions fij et fi sont nulles sur ] —oo,0 [ et
continues sur [0, +oo[.

1. (a) Justifier: Vre [0,+oo[, 0<Fy (1) fv (1) < fu(1) .

Une fonction de répartition étant a valeurs dans [0,1] on a:
VteR,,0<Fy() <1

d’ou le résultat en multipliant par f,, () = 0.

+00
(b) En déduire que I'intégrale f Fy(?) fy(r)dt converge.
0

fv est continue sur R, d’apres I'énoncé ; et Fy 'est comme fonction de répartition d'une variable
a densité.

Ainsi t — Fy (1) fy(#) est continue sur R,..
+oo

De plus Sfv(#)dt converge donc d’apres la question précédente et par comparaison de fonc-
0

+00
tions positives, I'intégrale [ Fy (#) fv (£)dt converge.
0

On admet le résultat suivant :
+00
P(U<V]) = fo Fu(0) fy (ndt

+00
2. En déduire: P([U > V]) =f (1-Fy) fv(ndz.
0

On commence par passer au complémentaire :
+o0o
P([U >V])=1—[P’([U<V])=l—f Fy(t) fv(n)dt
0

On observe ensuite que
+00 +0o
1=f fv(l)dt=f f(nde
—00 0

car fy estune densité, nulle sur R_.
Finalement

+0o0o +0o

+00
P(U>VD)=1-P(U<V]) =f0 fv(t)dt—fo FU(t)fv(t)dt=f0 (1-Fy () fv(n)de

3. Exemple: Soient A, u € R**. On suppose dans cette question que U suit laloi exponentielle de parameétre
A et que V suit la loi exponentielle de parametre 1.

(a) Rappeler, pour tout ¢ de R*, une expression de Fy (¢) et de fy(f).
Cours (on demande les expressions sur R, ) :
V20 Fy()=1—e M et fyu(r)=pe ™
(b) En déduire: P((U > V]) = ——.
A+

Pour les lois exponentielles, fy et fiy sont bien nulles sur ] —oo,0 [ et continues sur [0, +oo].
On peut alors appliquer la question 2, et on calcule I'intégrale déterminée précédemment :

+o0
P(U>V]) :fo (1-Fy() fv(n)dz
+00
:f e Mue Wdr

0
+00 o\
= f eIy
0



PARTIEB:

et on peut utiliser une intégrale usuelle : I'intégrale de la densité de & (A + p) valant 1, on a
+00
f A+pwe MWigr=1
0

ce qui donne
+o0o 1
f AL [ p——
0 A+p

et enfin

+00 m
P(U>V]) = Hf e_()\+l1]tdt —
0

A+

Une application

Soit A € R™*. On consideére une suite (T,), de variables aléatoires indépendantes, suivant toutes la loi
exponentielle de parameétre A.

On définit ensuite la variable aléatoire N égale au plus petit entier k de N* tel que T < Ty si un tel entier
existe, et égale a 0 sinon.

4. Soit n € N*. On définit la variable aléatoire M,, par : M,, = min (T4, ..., Ty).

(a)

(b)

(b)

(©

Calculer, pour tout r de R*,P ([M,, > ¢]).

Vu en TD, loi de I'inf de n variables exponentielles :
V=0, PM,>1t)=e ™

En déduire la fonction de répartition de M, surR.

Reconnaitre la loi de M, et préciser son (ses) parametre(s).

M,, est le min de n valeurs positives (tirages de X — &(A)) doc M,, est a valeurs positives. On en
déduit V<0, P(M,, < 1) =0.

Deplus, V=20, PM, <) =1-PM,>)=1- e~ "M Finalement la fonction de répartition de M,

est
By 0sit<0
" 1-e "™ sir=0

et on reconnait bien stir M;, — &(nA).

Montrer: P(IN=1]) =P ([T; <Tol) = %

D’apres les définitions, on a N = 1 ssi le plus petit entier k > 0 tel que Ty < T est k =1 ; donc ssi
T <Ty.

On a bien P([N = 1]) =P ([T < Ty)).

Ty et T sont indépendantes et suivent des lois exponentielles ; la derniére question de la partie I
s’applique donc avec A = p et on trouve

A
P(IN=1))=P([T1 <To)) = T

D=

Justifier: Vn e N*, [N > n] = [M,, > Ty].
En déduire, pour tout 7 de N*, une expression de P([N > n]) en fonction de 7.

Pour tout n € N*, on a [N > 7] ssi le premier entier k > 0 tel que Ty < Ty est > n ; donc ssi T; > Ty,
Ty >Ty,..., Ty > Ty ; donc ssi le plus petit des nombres Ty, ..., T, est > T (observation usuelle quand
on calcule la loi du min).

Autrement dit : ;

(N> n) = [ (Tx>To) = (min(Ty,..., T,) > To) = (M, > To)
k=1

1

Montrer alors: Vn e N\{0,1}, P((N=n]) = ——.
nn+1)

Les variables Ty, ..., T, sont indépendantes, suivent & (A), donc on a vu que M,, — &(n).



De plus, les variables Ty, Ty, ..., Tj, sont indépendantes, donc par lemme des coalitions M, = min(Ty, ...
et Ty sont indépendantes.
D’apres la partie 1, avec M;; — &(nA) et To — E(A) :

1
IA+A  n+1

PIN>n)=PM, >Tp) =

puis classiquement, pour tout 7 = 2, et comme alors n et n— 1 sont dans N* :

11
n+l nn+1)

PN=n)=P(N>n-1)—-P(N>n) = l—
n
(d) En déduire la valeur de P([N = 0]).

On observe que cette derniére formule s’étend a n = 1 d’apres la question 5a.
Par définition de N, N(Q) =N donc

+00 +00 1
PIN=0)=1- PIN=n)=1- _—
( : nX::l (N=m ,;1n(n+1)

Or, si M e N*, un téléscopage donne :

1 M 1 1
R
onn+l) mi\n n+l M+1

M

etpour M — +ooona
+o00o 1

- -1
=1 hn+1)

etdonc P(N=0)=0.

6. Lavariable aléatoire N admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

1

VneN*, |[nP(N=n)| =
n+1l
converge pas absolument : N n’admet pas d’espérance.

1
donc |[nP(N = n)| T donc par comparaison de SATP )" nP(N = n) ne
“Yoo n

7. Informatique.
En Python, apres I'import

import numpy.random as rd

la commande rd.exponential (a) renvoie un tirage d’'une variable aléatoire suivant la loi exponen-

1
tielle & (— ) .
a
(a) Compléter la fonction suivante, qui simule la variable aléatoire N décrite ci-dessus :

On peut écrire :

def tirage _N(la): # ici "la" est le paramétre lambda de la loi exp.
TO = rd.exponential(1l/1la)

N =1
while rd.exponential (1/1a)>TO:
N = N+1

return N

On effectue des tirages d'une variable de La loi exponentielle A par rd . exponential (1/1a).
Ensuite, on commence par tirer une valeur de Ty, puis on effectue des tirages successifs de variables
suivant cette méme loi jusqu’a obtenir une valeur inférieure a Ty (et donc on continue tant que la
valeur tirée est > Ty).

N compte le nombre de tirages nécessaires.

(b) On exécute alors les instructions suivantes :



L1 = np.zeros (10)
for k in range(10000):
n = tirage_N(1)
if n<=10:
Li[n-1] = Li[n-1] + 1
freq = L1/10000

plt.bar(range(1,11) ,freq,color="darkgrey")
X = np.linspace(1,10,1000)
plt.plot(X,1/(X*(X+1)),color="black’)
plt.show ()

—
— O © NG Re W~

et on obtient la figure :

0.5 A

0.4 1

0.3

0.2 A

0.1+

0.0 T T T T T
2 4 6 8 10

Expliquer ce que fait ce code, et en quoi il illustre un résultat obtenu dans les questions précédentes.

Ce code initialise une liste L; dont les composantes comptent le nombre d’apparitionsde N =1, N =2,
... N'=10 sur 10000 tirages de N. En divisant par 10000 on obtient alors une approximation des P(N = i)
pour i € [1,10]. Ces probas sont représentées par les barres.
1

Ensuite on y superpose la courbe représentative de x — D (lignes 9 et 10) et on observe que les

x(x
barres s’alignent bien sur la courbe.
Ceci illustre donc que pour n € [1,10], P(N=n) = ———.

dquep [[ LB ) nn+1)

Exercice 3

Pour tout 7 € N, on définit la fonction g, : [1,+0o[— R par:
_ (In(x)"
gnlx) = T

+00
etonposel, = f gn(x)dx.
1
1. (a) Montrer que pour toutn=1:
1
gn(x) x—>:+oo o (m)
Calculons xI—I»IP x3/2 gn(x):
In(x)"
VX

. . 312 _ - —
quidonne lim x7“g,(x)=0etdoncg,(x) = o (xg/g )

B32g,(x) =

et cette derniere expression tend vers 0 en +oco par croissances comparées ; ce

(b) Montrer que I'intégrale I, est convergente et la calculer.

+oo 1
Ip= —dt.

SoitA=1:o0na

Al 1
—dt=|-=
fl 2 [ t




donc I converge, et Iy = 1.

(c) Montrer que pour tout entier n = 1, 'intégrale I, est convergente.

+o0o
I, = gn(x)dx. La fonction g, est continue sur [1,+o0o[ ; de plus on a vu que g, (x) =
1 X—+00
[+
o|l—% |
x3/2
+00
Par critére de Riemann f —577 dx converge, donc par comparaison de fonctions positives, I, =
X
+00 !
f gn(x)dx converge.
1

(d) Alaide d’une intégration par parties, montrer que :
VneN, I, =n+1I,

On se place sur [1,A] avec A= 1.

A A (ln(t)n+1
fl gm.l(t)dt:ﬁ Tdt

1 1 1
On peut dériver t— In(1)"" en t — (n+ 1);(ln(t))” ; etintégrer ¢ — =z ent— o

Toutes ces fonctions sont 6! donc I'IPP est légitime ; et on a

A (In(n)™*! 1 A Al
f%dtz[——ln(t)"“ +f ~n=(n()" dt
1 r t 1 1 t t

n+1 A n
_ @™ +(n+1)f (ln(?) dr
A 1 t

, In(A)"*+! : .
En faisant tendre A — +oo, —a — 0 et on obtient bien

+00 n+1 +00 n
—(ln(t) dt=mn+1) (In(5) det
1 12 1 12

(on a vu que ces intégrales convergeaient) ce qui est I’égalité demandée.
(e) En déduire que:
vneN, I, =n!

C’est évidemment une récurrence.
¢ Ip =1=0! (vu en question 1b)
e Sil,=nlalorsl,y; =+ 1I,=(m+1)n!'=(n+1)!; dolu'hérédité.

La propriété est bien établie pour tout n € N.

2. Pour tout n € N, on définit la fonction f;, par:

0 six<l1

VxeR, fn(x):{ 1

- gn(x) six=1
(a) Montrer que pour tout 7 € N, f;, est une densité de probabilité.

3 propriétés :

1
* 0=0, g, est positive sur [1, +oo[ donc —'g,,(x) = 0 sur [1, +oo[ ; ainsi f;, est positive sur R.
n

* g, étant continue sur R, f; est continue sur R sauf éventuellement en 0.

. +00 d _1 +00 d _In_
f_oo fn(x) x—afl gn(x) x—a—l

frn est donc bien une densité de probabilité.



On considére a présent, pour tout n € N, X;, une variable aléatoire réelle admettant f,, pour densité.

On notera F,, la fonction de répartition de X ;.

(b) Lavariable aléatoire X;, admet-elle une espérance ?

+00 +oo
On examine la convergence absolue del'intégrale f x fn(x)dx doncla convergence de f xgn(x)dx
. 1
(la quantité a intégrer étant positive sur [1, +oo[ on peut omettre la valeur absolue).

On al’équivalent :
In(x)"

X n
xgn(x) = ?ln(x) =

In(x)" 1

=—=0.

etpour x = 3,
X
+o00o ln(x)"

Ainsi, I'intégrale f dx diverge par comparaison a une intégrale de Riemann divergente ;

3
+00

+00
et par équivalence de fonctions positives f xgn(x)dx diverge, et donc f xgn(x)dx aussi.
3 1

Ainsi, X;; n’admet pas d’espérance.
(c) QuevautF,(x)pourx<letneN?

P
On sait que F;,(x) = f fa(O)dt.
—00
X

Six <1, f estnulle sur] —oo, x] et donc F(x) =f 0dz=0.

—00

(d) Calculer Fy(x) pour x = 1.

x x 1% 1
Fo(x):/ fo(t)dt:f go(t)dt:[—— =1--.
—c0 1 Ilo X
(e) Soitx=1etkeN*. Montrer que:
1 (In(x)*
Fk(X)=—E( o) +F-1(%)

C’est une IPP similaire & celle de la question 1d.

x 1 [*In(n*
Fk(X):ﬁwfk(t)dIZEj; Tdt

_1(! k
= E ([—;ln(t)

__lmuﬁ+5fﬂmmﬁ*dt
k' x k!'J1 2
1 In(x)k L] fx (n(£)k-1
k' x (k-D' N 12

TS k-1
+f —k—(n()* " dt
1 1 ¢t

de

et on reconnait bien
1 (In(1 + x)*

Fr(x)=- +F_1(x
Kk (xX) 0 1ox k—1(X)
n 1 In(x)*
(f) Endéduire:Vx=1, VneN, F,(x)=1- — )
ok x
) ) 71 In(x)* . o
On peut procéder par récurrence avec Z(n) : «Vx =1, F,(x) =1- ﬁ » ; ou faire un télés-
k=0 ™
copage : la question précédente montre que
1 (n(x)*
¥, k€ N*, Fr(x) — Fyoy (1) = — = S
k! x



eton peutsommer celadek=1an (avecn=1):
"1 (In(x)*
okl 1+x
"1 (In(x)k
ok x

2 1 (In(x)"
ok x

Y (Fe(x) = Fro1(0) = -
k=1

Fp(x) —Fo(x) =-

Fn(x) =Fo(x) -

1
Or Fg(x) =1 - — et on reconnait dans cette seconde partie le terme k = 0 de la somme : donc
X

2 1 (In(x)*
ookl x

Fp(x)=1-

0 1 (In(x)*
Enfin pour n = 0 on cherche a montrer Fo(x) =1- ) — - ( n(;c))
k=0

1
=1-— ce qui est bel et bien vérifié.
X

(g) Pour x € R fixé, déterminer la limite de F,, (x) lorsque 7 tend vers +oco.

Pour x<1,F,(x)=0 MmNy}

Pour x = 1, on reconnait une série exponentielle !

RN N1 1E0) v R an(x))k 1 X
Fn(x)—l—k:oE . —;kzo _1—;exp(ln(x))_1 ~=0

Ainsi :
VxeR, lim F,(x)=0
n—+oo

3. Pour tout 7 € N, on note Y, = In(X;,).

(a) Justifier que Y, est bien définie. Quelles sont les valeurs prises par Y, 2

X, admet pour densité f;, nulle sur | — oo, 1], ce qui montre que X,, est a valeurs dans [1, +ool ; dés
lors la quantité In(X;,) est bien définie.
De plus si X, est a valeurs dans [1, +oo[, alors Y,, = In(X},) est a valeurs dans [0, +ool.

(b) Justifier que Y,, admet une espérance et la calculer.

On passe par le théoréme de transfert ; on s'intéresse donc a I'intégrale

+00
f In(x) f, (x)dx
1

dont on examine la convergence (absolue, mais la quantité intégrée est positive).

oo +00 | n+l
f In(x) fr(x)dx = —f In(x)gn(x)dx = _[ n(x) dic

1 e
et on reconnait dans cette derniere intégrale 1,1 qui converge bien.
Onaalors: . 1 N
~ +1):

Fw :f In(x) fu () dx = —ln41 = k)L
1 n! n!

(c) Justifier que Y, admet une variance et la calculer.

C’est assez similaire : le moment d’ordre 2 de Y, est donné par l'intégrale (dont on a aussi vu la
convergence) :
(n+2)!

+00 1
E(Y2) =f1 (n(x))? fr(x)dx = ﬁlm—z = =n(n+1)
Et on en déduit avec KH

V(Yn) =E(Y5) —E(Y,)® = n*(n+1)* = (n+1)* = (n+1)*(n* - 1)

10



(d)

(e

®

On note H,, la fonction de répartition de Y,,. Montrer que :
VxeR, H,(x) =F,(e).
On passe par la fonction de répartition :

VxeR, Hy,(x) =P(Y, < x) =P(In(X,) < x)
=PX, <e) stricte croissance d’exp sur R
=F,(e")

Montrer que Y, est une variable aléatoire a densité et donner une densité de Y,,. Quelle loi suit
Yo?

X,, étant a densité, F,, est continue et ¢! sauf éventuellement en 0. Dés lors H,, : x — F, (%) I'est
également par composition : Y, est a densité.
On peut avoir H,, explicitement avec la question 2f :

* six<0, e*<1letalorsH,(x)=F,(e*)=0;
n 1 In(e¥)* L |
e six=0,e“=1etalorsH,(x)=F,()=1-) — () =1—Z—xke_x
k! e~ k!
k=0 k=0
En dérivant cette expression sur R\ {1} et en posant /2,,(1) = 0 on obtient une densité de Yy, :

0six<l
hy(x) = Sl e k) —x
_kgbﬁ(kx —x)e six>1

(%)

C’est en fait assez malhabile ; et il vaut mieux dériver la relation entre H, et F,, pour faire apparaitre
la fonction g :
VxeR, Hy(x) =F,(e).

donc en dérivant sur R* (le point problématique est celui ot1 e* =1, donc x =0) :

- .
VxeR*, H,(x) = e"F, (€¥) = e* f(e") = 01 St e <1‘ _ 0l si x<9
— gnle")si e*>1 —x"e ™ si x>0
n: nl

et on pose h,(0) =0.
(c’est ce que vous retrouverez avec la 1ére méthode en téléscopant dans (x)).

Pour 7 = 0 on trouve notamment une densité de Yy :

ho () 0 si x<0
X) =
0 e rsi x>0

et on reconnait Yo — &(1).
Montrer que pour tout k € N*, Y, admet un moment d’ordre k, et que E (Yok )=k

C’est une formule connue mais pas utilisable directement. Le trick ici est de repasser par les X;, et
une formule de transfert.
En procédant comme en 3b et 3c, Y(’)c =In(Xo)* admet une espérance ssi I'intégrale

+0o +00
f (In(x)* fo(x) dx = f (1n(x))ki2 dx =1
1 1 X

converge (absolument mais etc...) ce qui est acquis ; des lors

+00
IE(YOk) :j; (ln(x))ka(X) dx = Ik =k!
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Exercice 4

+00 1

Le but de cet exercice est de calculer lim f —dt
n—+oojJo  1+1+1t"

1 1

dt et on a, en particulier, vy = /

Pour tout n de N, on pose u, = f —
0o 2+t

o 1+t+1t"

1. Pour tout n de N, justifier I'existence de u,,.

1 1
La fonction t — ———— est définie et continue sur [0, 1], donc I'intégrale f ——— dt existe (pas de
1+t+1t" o 1+t+1t"

borne impropre ici!)

2. Calculer u et u;.

B I ar=i 1_1 |
”"‘fo sr7dr={m(2+ )] =@ -l

LS| 1 11
ulzfo 1+2tdt:[Eln(|1+2r|)]0:51n(3)

3. (a) Montrer que la suite (i) est croissante.

Soit neN.
On compare les fonctions a intégrer sur l'intervalle d’intégration :

Vie[0,1, "= " s 1+ r+ 21 +1+ 1!

1 1
<
T+t+1t" 1+ t+1+]

donc en intégrant sur [0,1] :

1 1 1 1
Y L —
o 1+t+1t" o 14+ ¢+l

eton conclutbien: VneN, u, < u,4 : lasuite (u,) est croissante.

(b) Montrer que: VneN, u, <In(2).
C’est assez similaire : il faut majorer la quantité a intégrer.
Onremarque: Vte€[0,1], 1+ ¢+ t" =1+t ce qui avec les mémes étapes que la question précédente,

donne . .
1 1
[ ae[ L
o 1+t+1t" o 1+t

1 1 1
Orf ——dt= [ln(|1+ tl)] =In(2) ; eton adonc bien VneN, u, <In(2).
o 1+t 0

(c) En déduire que la suite (u,) est convergente.
D’apres les deux questions précédentes, (u,,) est croissante et majorée ; et donc convergente.

4. (a) Pour tout nn de N, écrire In (2) — u, sous la forme d’une intégrale.

1
On s’inspire de I'apparition précédente de In(2) : In(2) = / 151 dz. On a alors par linéarité de
0

I'intégrale :

L | | o1 1 1 o
0@ -, = [ e [ o= [ - e e 4
o L+1 o 1+r+1t" 0o \1+t 1+t+1" o QA+0DQ+1+1"
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(b)

(c)

1
En déduire que: VneN,In(2)—u, < PYRL

Avec la majoration: V€ [0,1], 1+ (1 +t+t")=1,0ona:

Vtel0,1]: <1 (décroissance de la fonction inverse)

A+ +t+1)
tn

> ——— <" multiplication par " =0
I+A+c+1"

d’ot1 en intégrant sur [0, 1] :

ln(2)—un:f —dt&f t"dr =
o A+A+t+1t") 0 n+1

Donner la limite de la suite (u,,)

La question précédente donc u, =1n(2) —

1

1 ; et on vu précédemment que U, < In(2). On obtient
n

doncl’encadrement :

1
VneN, In(2) - —— < u,; <In2)
n+1

1
et avec . — 0, le théoréme des gendarmes donne nliI}l u, =1In(2).
—+00
+o0o 1
5. Pour tout entier naturel » supérieur ou égal a 2, on pose v,, = f Toirem dt

(a)

(b)

(©

Justifier la convergence de 'intégrale définissant v,,.
. P 1 .
t — ———— est continue sur [1,4o00[ ; en +oco on al'équivalent ——— ~ — (le polynome
].+t+.[n . . 1+t+t" n—+oo
au dénominateur équivaut a son terme de plus haut degré, qui est ¢" car n = 2).

+00
n = 2 donc f pr dt converge (intégrale de Riemann) ; donc par équivalence de fonctions posi-
1

+00
tives, f —— dt est bien une intégrale convergente.
1 1+¢t+1t"

Montrerque: Vn=2,0< v, < —1
n—

1
¥V t=1, ———— = 0 donc par positivité de I'intégrale on a v, = 0.
1+t+1"

1 1
On procede encore a une majoration: V=1, 1+t+t" = t" donc T+1e7 < r ; d’ou en intégrant

+00 1 +oo
f —dt<f Lar
1 1+¢t+ " 1 n

et le calcul de cette derniére intégrale s’effectue en passant par une borne A=1:

A 1 A
f —dt:f tT"dr=
R AL 1

donc

sur [1,+o0[ :

N Acpel 1 1
- - — = = pour A — 400
1 -n+l -n+1 -n+l n-1

+0o 1 1
f Lar=
1 tn n-1

-n+1

1
etonabien v, < —.
n-1
+00 1

En déduire lim v,, puis donner lavaleur de lim _
n—+oo n—+ooJo  1+t+t"

Lencadrement précédent donne, avec

. et un théoreme des gendarmes : liIP v, =0.
n—+o0o

+00 1 1 1 +o00o 1
Ona:f —dtzf —dt+[ —dt=u,+v,;etavecu, —In2) etv,, — 0
0 1+¢t+1t" o 1+t+1t" 1 1+t+1t"

on peut conclure :

+0o 1
lim ( f —dt):ln(Z)
n—+oo\Jo 1+t+1t"
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