ECG2B Année scolaire 2024-2025
Lycée Marcelin Berthelot Mathématiques

Sujets d’étude
(non ramassé)

Exercice 1 : caractérisation de laloi exponentielle comme loi sans mémoire

Soit X une variable aléatoire a densité, a valeurs dans R;. On suppose: Vx =0, P(X > x) > 0.
On dit que la loi de X est sans mémoire ssi :

V(x,) € R)?, PxsyX>x+Y) =PX>y)
Le but de cet exercice est de montrer que I'unique loi sans mémoire est la loi exponentielle.
1. SoitX— &(A), ou A > 0. Montrer que la loi de X est sans mémoire.

Réciproquement, soit X une variable aléatoire a densité définie sur R telle que la fonction de répartition F est
nulle sur | — 00,0 ] et pour tout x € R*,P(X > x) > 0.

2. Montrer :
V(x,y e (R+)2, PX>x+y)=PX>x)PX>y) ()

On pose alors G: R. — R, x — P(X > x). Nous allons donner deux méthodes pour démontrer que G est de la
forme x — e M.

3. Méthode 1 : équation différentielle.
On suppose ici que G est de classe €' surR,. On note A = —G'(0).

(a) En utilisant la relation (*), montrer :
Y (x,5) € R:)?, G (x+3) =G)G ()

puis que
Vx=0, G'(x) = -AG(x)
(b) En déduire I'existence de K € R telle que : V x =0, G(x) = Ke™*.
(c) En déduire que X — &(A) (on n'oubliera pas de justifier que A > 0).
4. Méthode 2 : équation fonctionnelle de Cauchy'.
On suppose cette fois que G est continue surR...
On a vu que G vérifie :
e Vx=0,G(x)>0
e V(xy) e R Glx+y) =GGy)

(a) Montrer que G(0) = 1.
(b) Montrer: VneN, V=0, G(nt) =G(H)".

(c) Endéduire: VneN*, G(%) =GMY" =exp (%ln(G(l))).

(d) Montrer finalement :

VpeN, VgeN®, G(g) = eXp(Zln(G(l))) (%)

(e) Justifier que In(G(1)) < 0: on le note alors —A.

(f) SoitxeR,.
. . Lnx]
i. Montrerque lim —— =x
n—+oco n
ii. En utilisant (+), montrer que G(x) = e **.

iii. Conclure que X — &(A).

10Oui, encore lui.



Exercice 2 : produit de convolution

Soient f et g deux fonctions continues sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points. Si cette intégrale
converge, on note

+00
(f*g):x—»f fx-ngdt

Soient X et Y sont deux variables aléatoires a densité indépendantes, admettant respectivement fx et fy pour
densités. On admet le résultat suivant :

Sila fonction & = fx x fy est définie et continue sauf peut-étre en un
nombre fini de points, c’est une densité de X +Y.

1. Montrer que si fx est bornée, alors fx x fy est définie sur R.
On admet sa continuité, qui sort largement du cadre de notre programme.

Quelques exemples :

2. Lois uniformes.
Soient X et Y deux variables indépendantes, suivant la loi % ([0,1]) ; on pose Z = X+ Y. On note alors
fz = fx % fy : d’apres le résultat admis c’est une densité de Z.

(a) Soit x € R fixé. Montrer que

+00 1 1 X
f fx(x—t)fy(t)dt=f0 fx(x—t)fY(t)dt=/0 fx(x—t)dt=f 1fx(u)du
oo .

(b) En déduire que si x <0 ou x = 2 alors fz(x) = 0. Pouvait-on prévoir ce résultat ?
(c) Représenter graphiquement sur la droite des réels les intervalles [0,1] et [x — 1, x] :
e pour x€ [0,1];
e pour x € [1,2].
et en déduire dans ces deux cas I'intervalle [0,1] N [x—1, x].

(d) Montrer finalement :
x si x€[0,1]
VXeR, fz(x)=42-x si xe[1,2]
0 sinon

(e) Représenter graphiquement la fonction f7.

3. Somme de deux variables exponentielles indépendantes.
Soient X et Y deux variables indépendantes suivant &(1).

(a) Montrer:
+oo +00 X
VXeR, f fX(x‘t)fY(f)df=f fx(x—t)fy(t)dt=f fwe ¥ du
oo o -

(b) En séparant les cas x <0 et x > 0, déterminer une densité de X + Y.

4. Somme de n variables exponentielles indépendantes.

Soient Xy, ..., X;, iid, suivant la loi &(1).
n

Montrer par récurrence sur n € N* qu'une densité de Z X est donnée par
k=1

0six<O0
fn(x)z x"lex

W si x>0
n—1):



Exercice 3 : intégrales gaussiennes et lois normales

Soient a > 0 et b € R; on cherche a calculer I'intégrale

+00 2 b
f e—ax —bX dx
—00

b\> b
x+_) Bz
2a 4a

1. Montrer:

VxeR, ax’+bx=a

2. Al'aide d'un changement de variable affine, montrer :

+00 b2 +00
f e_“xz_bxdxzexp(—)f e du
—c0 4a)J-

3. Alaide d’'un nouveau changement de variable affine, montrer :

2
f+oo e—axz—bx dx = exp (b_) L/-'—OO e—v2/2 dv
—00 4a) \/2a J-o

4. Conclure, en introduisant une densité de loi normale, que

/»+ooeax2bxdx:exp(b_2) E
oo 4alV a



