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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

1Is ne doivent faire usage d'aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique
est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I'épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie
et poursuivra sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il sera amené a prendre.

Siaucune question d’informatique de Uexercice 1 n'est traitée sérieusement, ou aucune question d’informatique
de Uexercice 2 nest traitée sérieusement, un malus de 1 pt sera appliqué a la note finale.

Exercice 1

Partie I
2 1 =2
1. Soit A la matrice de .#3(R) donnéepar:A=|0 3 0
1 -1 5

(a) Calculer A% —7A.
(b) En déduire que les seuls réels susceptibles d’étre valeurs propres de A sont les réels 3 et 4.

(c) Trouver alors toutes les valeurs propres de A, et pour chacune d’entre elles, donner une base du
sous espace propre associé.
(d) Lamatrice A est-elle inversible ?
1 -1 -1
2. SoitB=|-3 3 -3]|.
-1 1 1

(a) Déterminer le noyau de B. En déduire une valeur propre de B et le sous-espace propre associé.

(b) Déterminer le rang de la matrice B—2I3. En déduire une valeur propre de B et le sous-espace propre
associé.
1
(c) Calculer B x | —1|. Sans résoudre un systéme, en déduire une troisieme valeur propre de B et le
-1
sous-espace propre associé.

3. Trouver une matrice P inversible (on justifiera cette inversibilité) vérifiant toutes les conditions ci-dessous:

3 00
o Lamatrice D, =P"1 BP est égalea |0 0 O],
0 0 2

o Les coefficients situés sur la premiere ligne de P sont 1, 1 et —1 (de gauche a droite),

 Lamatrice D; = P! A P est également diagonale.

Partie I1
3 3 1

OnposeXg=| 0 |,X; =] 0 |, et pour tout entier naturel n : X;1» = EAX"H + gBXn.
-1 -2

Soit (Y,) nen la suite matricielle définie par: VrneN, Y, = PIX,,.

1 1
4. Démontrerque: VneN, Y42 = ngle + ngYn.



5.

9.

ap
Pour tout entier naturel n, onnote Y,, = | by |.

Cn
Déduire de la question précédente que :
1 1
an+2 > an+1*‘5 an
1
VneN, § by2 = > byt
c 2 Cn+1+ ! c
n+2 —'3 n+1 3 n
1 -1 1
Démontrer queP~' =1 0 1], puis calculer les matrices Yy et Y;.
1 -1 2

Pour tout entier naturel n, calculer a,, b, et ¢, en fonction de n.

En déduire I'expression de X;, en fonction de n, pour tout entier naturel 7.
QOpn
On notera X, = [ B |, et on vérifiera que :

Yn
el 30
"2 3\ 2] 3
(a) Compléter la fonction ci-dessous qui prend en argument un entier n supérieur ou égal a 2 et qui
renvoie la matrice X, :

def X(n):

Xold = np.array([3,0,-11)
Xnew = np.array([3,0,-2])
A=np.array([[2,1,-2],[0,3,0],[1,-1,51])
B=np.array([[1,-1,-1],[-3,3,-3],[-1,1,1]1)
for i in range(2,n+1):

[ABBR B ccoonocooboobo0a000

X¥old = ................

XABF S oo0000000000000
TPOBWIZE 500000000000

(b) La fonction précédente a été utilisée dans un script permettant d’obtenir graphiquement (voir
figure ci-dessous) les valeurs de a, ,, et Y, en fonction de n.
Associer chacune des trois représentations graphiques a chacune des suites (¢t;,) nen, Pr)nen s (Yn) nen
en justifiant votre réponse.
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Exercice 2
Soit V une variable aléatoire dont la fonction de répartition est la fonction Fy définie par :

Py (x) 0 six<0
X) =
v l1-e ™™ six>0

1. Reconnaitre la loi suivie par V. Donner sans calcul les valeurs de E(V) et de la variance de V.

On pose W = —In(V) et on admet que W est aussi une variable aléatoire dont on note la fonction de répartition
Fw. On dit que W suit la loi de Gumbel.

2. (a) Montrerque: Vx€R,Fy(x)=e ¢ "

(b) En déduire que W est une variable a densité, et en donner une densité qu’on notera fiy.

On désigne par n un entier naturel supérieur ou égal a 2, et par Xy, ..., X, des variables aléatoires définies sur le
méme espace probabilisé, indépendantes et suivant la méme loi que V.

On considere la variable aléatoire Y; définie par Y, = max(Xi,Xo,...,X;), c’est a dire que pour tout w de Q,
ona:Y,;(w) =max(Xj(w),X2(w),...,X,w)).

3. (a) Montrer que la fonction de répartition Fy, de Y,, est donnée par :

Fy (1) 0 six<0
X) =
¥n l1-e™" six=0

(b) Montrer que Y, est une variable aléatoire a densité et en donner une densité fy, continue sur R.

4. (a) Donner un équivalent de 1 — Fy, () lorsque ¢ est au voisinage de +oo, puis montrer que l'intégrale

+o0
f (1-Fy, (1)) dt est convergente.
0

(b) Etablir I'égalité suivante :
X X
VxeRY, f (1-Fy, (0)dt=x(1-Fy,(x)) +f tfy, (1) dt
0 0

(c) Montrer que lim x (1-Fy,(x))=0.

(d) En déduire que Y, possede une espérance et prouver |'égalité :
+00
E(Y,) = fo (1-Fy,(n) dt

t

5. (a) Montrer, grace au changement de variable u=1-e¢"/,quel'ona:

X 1-e™* 1-u”
Vx€R+,f (l—Fyn(t))dt:f du
0 0 1-u
X n a- e—x)k
(b) En déduire que fo (1 —-Fy, (t)) dr= Z — puis donner E(Y,) sous forme de somme.
k=1

6. Onpose Z,, =Y, —In(n) ; on note Fz, la fonction de répartition de Z,,.

(a) Justifier que, pour tout réel x, on a: Fz, (x) = Fy, (x +1n(n)).

(b) Déterminer explicitement Fz,, (x).
e—x n
(c) Soit x € R fixé. Montrer que pour 7 assez grand, Fz, (x) = (1 - 7) .
(d) En déduire, pour tout réel x, nlirP Fz, (x).
—+00

7. Onréalise les imports suivants en Python :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt




En Python, la commande rd.exponential(a,n) renvoie un np.array a n composantes qui sont des

1
tirages indépendants d’'une variable suivant la loi exponentielle & (E) (et non pas &(a), attention !!)

(a) En utilisant rd.exponential, écrire une fonction Python d’en-téte def tirageW (k) qui renvoie

unnp.array de k tirages indépendants de W. En déduire un moyen d’afficher une valeur approchée
de E(W) (dont on admet I'existence).

(b) Ecrire une fonction Python d’en-téte def tirageZn(n) quirenvoie un tirage de Z,,.

n AN
0 N

(c) On considere le code suivant :

X=np.linspace(-2,6,1000)
def Gumbel(x):
return

plt.plot (X,Gumbel(X),linewidth=3) # linewidth : épaisseur du trait

n = ...
L=[tirageZn(n) for k in range (100000)]
plt.hist(L,20,density=True)

plt.show()

En l'exécutant successivement avec n= 3, n= 10 et n= 50 on obtient les 3 figures suivantes :

-2

Comment interpréter cela ? Quelle est 'expression de la fonction Gumbel (x) ?

Exercice 3

On considére 'application f : R — R définie par

0sir<O
f= 1
1+ 02

sit>0

1. Tracer l'allure de la courbe représentative de f.



+o00
2. Montrer quef fde=1.

Soit x = 0 fixé.
On considere la fonction ¢, définie sur R, par:

xX+u
Yu=0, (px(u):f fde
X—u

3. (a) Calculer g4(0) et ulirfmwx(u).
(b) Montrer que :
X+v
Y(u,v) R, u<v = (px(v)—cpx(u)zf f(ndt
X+u

(c) En déduire que @y est strictement croissante sur R...

1
(d) On admet que @, est continue sur R,. Montrer que I'équation ¢, (u) = > d’inconnue u = 0, admet

une unique solution.

On note U : R, — R 'application qui, a tout réel x € R, associe U(x) 'unique solution de I'’équation ¢ (u) = 0.
x+U(x) 1

Ainsi, pourtoutx€R+,ona:f fode=—.

x-U(x) 2

4, (a) Vérifier: Vxe

1
O,E[, Ux)=1-=x.

1
(b) Pourtoutxe , montrer que : Py (x) = X puis: x—U(x) =0, eten déduire: U(x) = 4+ (x+1)2-2.

1
—,+00
2

5. (a) Montrer que I'application U est continue sur Ry.

(b) Dresser le tableau de variations de U, et préciser sa limite en +oco.
6. On considere la suite (a;) ,en définie par:
ag = 1
vneN, a1 =U(ay)

(a) Montrer que la suite (a,) est bien définie, etque: VreN, a, =

N | =

(b) Montrer que (a,)nen €St décroissante.

1
(c) En déduire que (a,),en converge, et montrer que sa limite vaut >



