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Exercice à préparer (2021)

Soit (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant toutes une loi
de Bernoulli de paramètre p où p ∈]0,1[. On pose pour tout entier n non nul, Yn = Xn−1Xn et Zn =
YnYn+1.

1. Question de cours : Énoncer les inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev.

2. Montrer que pour tout entier n non nul, Yn suit une loi de Bernoulli de paramètre à déterminer.

3. Pour tout entier n supérieur ou égal à 3, les variables aléatoires Y1,Y2, . . . ,Yn sont-elles deux à
deux indépendantes, mutuellement indépendantes ?

4. Pour tout entier n non nul, déterminer la loi de Zn .

5. Pour tout entier naturel n non nul, on pose Tn = 1

n

n∑
k=1

Yk .

Écrire une fonction Python prenant en arguments (n,p) et donnant en sortie une simulation
de la variable aléatoire Tn .

6. (a) Montrer que pour tout entier n non nul, Tn admet une espérance et la déterminer.

(b) Montrer par récurrence que pour tout entier n supérieur ou égal à 2,

E
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Yk
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=

n∑
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E(Y2
k )+2

n−1∑
k=1

E(Zk )+ (n −1)(n −2)p4

(c) En déduire que Tn admet une variance et la déterminer.

7. Montrer lim
n→+∞P(|Tn −p2| > ε) = 0.

——————————————————————————————————

Exercice sans préparation (2019)

On note M2(R) l’espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre 2 .

1. Construire une base de M2(R) formée de matrices inversibles.

2. Construire une base de M2(R) formée de matrices diagonalisables.
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