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Exercice 1 (Suites et séries)

Dans tout le probléeme, on considere la suite (u,,) ,,cn définie par ug =0, u; = 1 et la relation pour tout n de N,
Un+2 = Up+l + Up .
1. (a) Montrer quelasuite (u,),cn+ €St une suite a valeurs dans N ; strictement croissante a partir du rang 2.
(b) Déterminer lim u,.
n—+oo

Dans toute la suite du probléme, a et b (avec a > b) désignent les deux solutions de I'équation du second
degré suivante : x> —x—1=0.

1 .
2. (a) Calculer a et b. Montrer que : b =1—-a = ——. Etablir les encadrements suivants: 1<a<2; —1<
a
b<0.
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(b) Montrer que, pour tout nde N, ona: u, = — (a" — b").

V5

(c) En déduire un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oo.

Un

3. Montrer: lim — =0.
n—+oo 21
u 1
4. Montrer: VkeN, = = 0(—).
2N p—too nk
5. Pour N =1, on note Sy = ;12—:1 TR

(a) Montrer que S = Nlim Sy existe.

—+00
(b) Montrer: VN =1,Sy =4SN+2 —2Sn+1 — 1.
On pourra utiliser la relation de récurrence vérifiée par la suite (uy,).

(c) Donner la valeur de S.
6. On pose, pour tout nde N: B, = uy4+1 — auy,. Montrer: VneN, p, = b".

7. On rappelle que pour tout réel x, la partie entiere de x est 'entier noté [x] qui vérifie: [x] < x < [x] + 1.
(a) Etablir, pour tout 7 de N, I'égalité suivante : |auz,] = uzny1 — 1.
On pourra utiliser la définition de 3 ,.

(b) Exprimer pour tout n de N* |auy,—1] en fonction de uy,.

Exercice 2 (Probabilités)

On dispose d’une piece équilibrée, qu’on lance de maniere répétée. Pour n € N*, on note X,, la variable aléa-
toire qui vaut 1 si la piece donne Face au n-iéme lancer, et 0 si elle donne Pile au n-iéme lancer.

Soit p € [0,1] quelconque ; on souhaite, a partir de lancers indépendants de cette piéce, créer une expérience
de Bernoulli de probabilité de succes p.
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1. Proposer une expérience pour p = 1 ; puis pour p = on pour p e N*.
2. On s'intéresse au protocole suivant: « On jette la piece jusqu’a 'obtention d'un Face. Si le premier Face

est obtenu lors d'un lancer pair, on consideére qu’il y a succes, sinon il y a échec» .
On note S, : «obtenir un succes au n-iéme lancer» , et S : «obtenir un succes » . Donner P(S ;) pour tout

1
neN*; en déduire que P(S) = 3



On considére maintenant un réel p qui s’écrit sous la forme :

+o00
a
P=X on

n=1

ou: VneN*, a,€{0,1}

3. Montrer que la série définissant p est convergente.

4. (a) Onjette la piece jusqu’a'obtention d'un Face. On note 7 le numéro du lancer correspondant a ce
premier Face et on pose Y = ay,.
On note A, I'événement : «on obtient le premier Face au n-iéme lancer » . Vérifier que

Pa,(Y=1)=ap

(on pourra discuter suivant les valeurs de a;).
(b) En déduire que Y — %B(p).
(c) Que vaut a; en fonction de n dans le cas de la question 2 ?
5. Application. Montrer que :
1o 1 1 1
> (v 3w = 5
fovar (23+4n 24+4n) 5

1
En déduire un protocole expérimental renvoyant un « succes » (a définir) de probabilité 5

Remarque : on peut en fait montrer que la suite (a,),en+ €Xiste et est unique pour tout p € [0,1] : il s’agit du
développement binaire de p.



