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Espaces vectoriels

Létude de R" entreprise en ECG1 est ici généralisée a d’autres types d’objets qui seront aussi nommés' «vecteurs » .

On a désigné R comme un espace vectoriel car on peut munir cet ensemble de lois de composition : on peut
additionner deux éléments de R", et on peut multiplier un élément de R” par un nombre réel. Ces deux opéra-
tions ont de plus des propriétés sympathiques (distributivité, existence d'un vecteur nul,...) qui rendent les
calculs naturels.

On va maintenant appeler espace vectoriel des ensembles d’objets de nature différente, mais munis de lois de
composition analogues.

1 Définitions

1.1 Espaces vectoriels

La définition suivante est assez longue. Elle fournit les regles de calcul nécessaires au bon fonctionnement de
la théorie. Il n'est pas nécessaire de la connaitre par cceur.

Elle est différente de celle du programme officiel, mais c’est celle qui est donnée dans tout livre de mathéma-
tiques. De toute facon de telles subtilités n’ont pas d'importance en vue des concours.

Définition 1. On appelle espace vectoriel sur R (ou R-espace vectoriel, ou R-ev), un ensemble E muni de
deux opérations notées + (addition de deux vecteurs) et . (multiplication d’'un vecteur par un réel), telles
que:

1. Laddition est associative :

V(x,1,2) €B, (x+))+z=x+(y+2)

2. Laddition est commutative :
Y(x,) EEZ, X+ty=y+x

3. Il existe un élément neutre pour l'addition (appelé vecteur nul) :

J0g€eE, Vx€eE, x+0g=x

4. Tout élément de E admet un symétrique (dans ce cas, appelé opposé de x et noté —x) :

VxeE, A(—x)€E, x+(—x)=(—x)+x=0g

5. La multiplication vérifie : ¥V (x,y) € E2, V (o, p) € R? :
e a.xeE
e a.(B.x) = (af).x
* a.(x+y)=ax+p.x
¢ (a+P).x =a.x+P.x (distributivités)

e lx=x

Les éléments de E sont appelés vecteurs ; les éléments de R seront, dans ce contexte, appelés scalaires.

1«La mathématique est 'art de donner le méme nom a des choses différentes. » (Henri Poincaré, Science et méthode (1908))



1.2 Les espaces vectoriels de référence

Cette année nous n'aurons a considérer que les espaces vectoriels suivants :

e R" (n-uplets de nombres réels)

M1 (R) (matrices colonnes a n coefficients réels)
* n,pR) (matrices a n lignes et p colonnes, a coefficients réels).
¢ et en particulier .4, (R) (matrices carrées d’ ordre n).

* R,[x] : les polyndmes (ou : fonctions polyndmiales) de degré au plus n. Ce sont les fonctions de
la forme x — ag+ a1 x + as x% +--- + a,x", ou (ag, ..., a,) € R**1.

Les regles de calcul bien connues assurent que ce sont bien des espaces vectoriels au sens de la définition
précédente.

1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 2. Soit E un espace vectoriel. Une partie F de E est un sous-espace vectoriel (abrégé en : sev) de E si
elle est non vide et stable par combinaison linéaire : toute combinaison linéaire de vecteurs de F est encore un
vecteur de E

Pour vérifier qu’on a un sous-espace vectoriel, on utilise le résultat suivant :

Théoreéme 1. Soit E un espace vectoriel. Un ensemble F est un sous-espace vectoriel de E ssi :
1. FcE
2. F#0

3. Y(x,7) €F?, VA€R, A\x + y € F (stabilité par combinaison linéaire).

De maniére générale, c’est cette propriété qui nous permettra (dans le cadre du programme d’ECG) de montrer
qu’'un ensemble donné est un espace vectoriel :

Méthode::

Pour montrer qu'un ensemble donné est un espace vectoriel, on vérifiera qu’il s’agit d’'un sevd’'un
des espaces de référence donnés dans la partie précédente.

On note que? tout sous-espace vectoriel contient le vecteur nul Og, : ainsi,
Pour montrer qu’'un sev F est non vide, on cherchera le plus souvent a montrer que Og € F.

Par contraposée, une partie de E ne contenant pas le vecteur nul ne peut pas étre un sous-espace vectoriel ;
ceci peut servir a justifier qu'une partie donnée n’est pas un sous-espace vectoriel. Par exemple, les ensembles
suivants ne sont pas des sev :

(1)

¢ Les polyndmes P € R, [x] tels que P(0) = 1.

xeﬂ'\?}

2car s'il existe un vecteur x € F, alors, avec A = —1 et y = x, la propriété de stabilité donne (-1)x+ x =0 € F.



Exemple 1.
. {OE}, E sont des sev de E (on dit que ce sont des sev triviaux).
* Voir exercices pour des formes classiques de sous-espaces vectoriels de R” et .4, 1 (R).
* L'ensemble des matrices de .#>(R) dont les coefficients diagonaux sont nuls est un sev de .4 (R).
* Les ensembles suivants ne sont pas des sev :

- Lensemble des vecteurs de R® dont toutes les composantes sont positives.

- L'ensemble des matrices de .4, (R) inversibles.

Sev ou pas ??

On a parfois dans des exercices a déterminer si un ensemble est, ou non, un sous-espace vectoriel. Se
pose alors la question suivante : va-t-on chercher a démontrer que c’en est un ? ou que ce n’en est pas
un ? Voici quelques «indices » pour déterminer la bonne propriété.

Les arguments qui suivent ne constituent pas une preuve ; ils permettent juste de savoir ce qu'on
veut montrer.
Ne sont probablement pas des sev :

¢ les ensembles définis par une inégalité : par exemple
A={(x,y)eR?* | x+y=0}

Pour le démontrer on peut donner un vecteur utelque u € A, —u ¢ A. Ici, u = (1,0) € Acar1+0=0;
mais —u = (—1,0) ¢ Acar —1+0 < 0. Donc A n’est pas un sev.

¢ les ensembles définis par une contrainte non linéaire, c’est-a-dire faisant apparaitre autre chose
que des sommes et des multiplications par des scalaires. Par exemple

Bi={(x,))€R?|xy=0} By={(x,y,2eR®|y*-x*z=1}

Dans ce cas, on peut montrer que ce n'est pas un sev en cherchant deux vecteurs tels que u € B,
v e B, u+ v ¢B. Quelques essais avec des vecteurs et des scalaires « simples » (composantes égales
a0,1, —1) permettent normalement de s’en sortir.

* les ensembles dont les contraintes font apparaitre des constantes non nulles : par exemple

a b
C ={(x,y)€[R2|x—y=1} sz{(c d) |a+d=1}
Dans ce cas un moyen qui fonctionne est de remarquer que le vecteur nul (ici (0,0) ou la matrice
nulle de ./, (R)) n'appartient pas a I'espace en question. On note que les deux méthodes précé-
dentes permettent ici aussi de s’en sortir, mais c’est un peu plus long...

Si votre espace ne rentre pas dans ces catégories, il est fort probable que c’est un sev : mais il faut
maintenant le démontrer en vérifiant les propriétés du théoreme 1 !

On voit dans ce qui précéde un principe général pour montrer qu'une propriété (ici, la stabilité par combinai-
son linéaire) est fausse :

Méthode : recherche d’'un contre-exemple
Pour montrer qu'un ensemble n’est pas un espace vectoriel, on donne un exemple de vecteurs pour
lesquels les propriétés recherchées sont fausses.
...et on évite donc de présenter un calcul de stabilité qui n’aboutit pas en disant « ¢a fonctionne pas donc ce n’est pas un
sous-espace vectoriel » ...




1.4 Quelques précisions sur les polynémes
1.4.1 Définitions et vocabulaire
On rappelle que les polyndmes (ou : fonctions polyndmiales) sont les fonctions de la forme
P:x— dg+ a1 X+ azXx’ + -+ apx"

Dans cette expression :

* Les nombres réels a; sont appelés les coefficientsde P ;

¢ Si P est une fonction polynémiale non nulle, on peut I'écrire comme

P:x— ao+a1x+a2x2+--~+adxd

avec ag # 0. Lentier naturel d est alors la plus grande puissance de x apparaissant dans I'expression de
P(x).

d est alors appelé le degré de B, et noté deg(P) ; a4 (qui est donc non nul par définition du degré) est
appelé coefficient dominant de P.

On convient que le degré du polynéme nul est égal a —oo.

Exemple 2. Les fonctions suivantes :
e Pix—x3-2x2+3x-2
e Q:x—x-7x*
* R:x—3

sont des polynomes.

Exercice 1. Donner les degrés et coefficients dominants de P, Q, et R.

Avec les opérations usuelles sur R,[x], on observe que :

e Si P et Q sont des polyndmes de degré < n, et A € R, alors P+ Q et AP sont aussi des polynémes de
degré < n.
NB : ceci montre que R, [x] est bien un espace vectoriel.

* Attention, I'ensemble des polyndmes de degré égal a n ne forme pas un sous-espace vectoriel !
Par exemple, f: x— 3xet g: x— 2—3x sont de degré 1, mais leur somme est de degré 0.

¢ SiP estun polyndome de degré p et Q un polyndme de degré g, alors deg(PQ) =p +gq.
NB : R, [x] n’est donc pas stable par produit : f:x — x> et g: x — 3x? sont deux polynémes de R3[x],
mais leur produit vérifie (fg)(x) = f(x)g(x) = 3x5 et n’est donc pas dans Rs[x].

Notations

1l existe principalement deux notations usuelles pour manipuler les polynémes (voir EDHEC 2017 et EML 2017
pour un exemple de chacune). On commence par introduire les fonctions x — x* (k € N) appelées mondomes.
Ces fonctions monome seront notées e; ou X~.

On voit alors que tout polyndme est une combinaison linéaire de mondmes. Par exemple, le polyndme

P:x—3x>-2x+6
s’écrira, selon la convention choisie :
P=3e,—2e;+6ey ou P=3X>-2X+6

Dapns toute la suite de ce cours on adoptera la seconde notation, avec les X, et on traduira de temps en temps dans
les autres formalismes. Pour l'instant on manque de recul sur la notation qu'adopteront les sujets de concours ;
dans tous les cas la tolérance sera de mise.

On notera aussi indifféremment R, [X] ouR,[x] I'ensemble des polynémes de degré < n.



1.4.2 Dérivation

On a souvent a dériver des fonctions polyndmiales.
On sait que la dérivée de x — x* est x — kxk1 ; si on note D la fonction qui associe a une fonction sa dérivée,
ce résultat donne :

D (xk) = kxk1

Dans I'autre systéme de notations, on obtient que
VkeN, D(er) = ker_1

et par linéarité de la dérivation, on en déduit la dérivée de n'importe quel polyndme. Par exemple, avec les
deux formalismes évoqués plus haut :
DX*-2x3+1) =

D(es —2ey) =

1.4.3 Identification des coefficients

Proposition 2. Deux polynémes sont égaux si et seulement si ils ont les mémes coefficients.

1.4.4 Racines

Définition 3. Soit P un polynome ; on dit qu'un nombre a est une racine de P ssiP(a) = 0.

Exemple 3. 1 est racine du polynéme 3X% — X — 2.

En considérant les racines d'un polynéme, on obtient des propriétés importantes :

Proposition 3.

* Factorisation : si P est un polynéme tel queP(a) = 0, alors il existe un polynéome Q tel queP = X—a) x Q.
Avec l'exemple précédent, on trouve : 3X2-X-2=(X-1)(3X+2).

* Racines d’'un polynéme : si un polynome P de R,,[x] possede un nombre de racines strictement supérieur a
n, alors P est le polynome nul.
On en déduit notamment que si P est un polyndme ayant une infinité de racines, alors P est le polynome
nul.




2 Familles génératrices, familles libres, bases

On rappelle plusieurs définitions vues en premiére année :

Définition 4. Soient (xy,...,x,) € E" des vecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle espace engendré par
la famille (x,, ..., x,) U'ensemble des combinaisons linéaires des x;. On note cet ensembleVect (x1,...,Xy) :

i=1

n
Vect(xl,...,xn)z{Z)\ix,- (Al,...,)\n)e[R”}

Lensemble ainsi obtenu est un sous-espace vectoriel :

Théoreéme 4. Pour tous vecteurs x,...,xy, de E, Vect(xy,..., X,) est un sous-espace vectoriel de E.

Méthode::

Il sera trés courant de montrer que des ensembles sont des sous-espaces vectoriels en les écrivant
comme des espaces engendrés.

a+2b 3a

Exemple 4. Montrer que {(Za— b a+b

(a,b) e [RZ} est un sev de /4 (R).

Définition 5. Soit E un espace vectoriel, et F un sev de E.

On dit qu'une famille (x,, ..., X,) de vecteurs de F est génératrice de F (ou engendre F) si tout vecteur de F
peut s’écrire comme combinaison linéaire des x; ; ce qui équivaut a : F c Vect(xy, ..., Xp).

Ou avec des quantificateurs : (xy,...,Xp) est génératrice de F ssi :

n
Vuel I(Ay,...,Ap) €R" telsque u= Z)\ix,-
i=1

Remarque 1. Parler de «famille génératrice » sans préciser quel sev la famille engendre n’a donc pas de sens :
une famille est toujours génératrice de 'espace qu’elle engendre (!).

Il arrive néanmoins qu’on parle de famille génératrice sans précision supplémentaire : il faut alors comprendre
qu’elle est génératrice de 'espace vectoriel tout entier.

Exemple 5.

1. {(1,0), ©, 1)} et {(1,0), ©,1),(1, 1)} sont des familles génératrices de R2.

2. {(1,0,0), 0,1,0), (0,0, 1)} et {(1,0,0), (1,1,0),(1,1, 1)} sont des familles génératrices de R®.

0 0 1 0
coefficients diagonaux sont tous nuls.

0 1 0 0
3. Soient M; = ( ), M, = ( ) (M, My) est une famille génératrice du sev des matrices 2 x 2 dont les



4, (I,X, X2) est génératrice de Ry [X] ; elle est aussi génératrice de R [X].

On remarque dans la seconde famille génératrice de R? vue ci-dessus qu'il suffit en fait de deux des trois
vecteurs pour générer R? entier. Ceci est di1 au fait que, par exemple, (1,1) peut s'exprimer comme une com-
binaison linéaire de (1,0) et (0,1). En un sens, ce n’est pas une famille génératrice « optimale » : le troisieme
vecteur n’apporte rien de plus que les deux premiers.

Une famille dans laquelle un des vecteurs peut s’exprimer comme combinaison linéaire des autres est appelée
famille liée ; une famille non liée est appelée famille libre.

La caractérisation la plus pratique d’'une famille libre est la suivante :

Définition 6. Une famille (x,...,x,) de vecteurs de E est dite libre si et seulement si la seule combinaison
linéaire nulle des x; est celle oii tous les coefficients sont nuls.
Autrement dit, (x1,...,X,) est libre ssi :

SiAy,..., A, sontdes scalaires tels que Ay x1 + -+ Apx, =0g,alors \; =Ap =--- =\, =0.

Le schéma d’'une démonstration de liberté est basé sur cette définition :

Méthode::

Pour montrer qu'une famille de vecteurs (x;, ..., x,) est libre, on considere des nombres réels A; tels
que A;x; +---+ A, X, = O ; et on montre que pour tout i € [1, 1], A; =0.

Remarque 2.

* On peut vérifier que cette définition assure qu'une famille est libre si et seulement si aucun des vecteurs
x; n'est une combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille. Mais cette derniére propriété n’est
pas treés pratique a manipuler...

¢ Toute famille contenant le vecteur nul est liée.

¢ Une famille (u, v) de deux vecteurs est liée ssi u = Og, ou il existe A € R tel que v = Au. On dit alors que u
et v sont colinéaires ; en pratique cela revient a dire qu’ils sont « proportionnels » .
Par exemple u = (1,2,-1) et v = (-2, —4,2) vérifient v = —2u donc sont colinéaires ; u' = (1,2,3) et v =
(0,2,1) ne sont pas colinéaires.

¢ Une famille de deux vecteurs est libre ssi ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
Ce critere sera utilisé treés souvent ; mais attention, il N’EST PAS VALIDE pour des familles de 3 vecteurs
ou plus !!!.

* Si(xy,...,%,) estlibre, et p € [1, n], alors (xi,..., xp) est également libre (autrement dit, toute sous-famille
d’une famille libre est libre).

¢ Attention, une réunion de familles libre n’est pas libre. Par exemple, {(1,0), (0, 1)} et {(1, 1), (1, —1)} sont

deux familles libres, mais {(1, 0),(0,1),(1,1),(Q1, —1)} n’est pas libre (pourquoi ?).

Dans le cas d’une famille liée, toute combinaison linéaire A, x; +---+ A, X, = O avec les A; non tous nuls® est
appelée relation de liaison entre les x;.

On peut maintenant définir une base d'un espace vectoriel :

Définition 7. SoitE un espace vectoriel. La famille (x1,..., x,) est appelée base deE si et seulement si c’est
une famille libre, et génératrice de E.

Remarque 3. Un espace vectoriel (au sens de la définition 1) n'admet pas forcément de base. Ce sera néan-
moins le cas dans le cadre du programme d’ECG.

Set pas forcément « tous non nuls » : nuance !



Exemple 6. Les bases canoniques :

Bases canoniques

On définit dans le cas des espaces vectoriels usuels mentionnés plus haut, la base canonique: c’est,
essentiellement, la base la plus simple qu’on puisse envisager.

¢ Base canonique de R" :

¢ Base canonique de Mn,pR) :

¢ Base canonique de R, [x] :




Si & = (ey,...,ep) estune base de E, elle est en particulier génératrice ; et donc tout x € E peut s’écrire comme
combinaison linéaire des vecteurs de 28. La propriété de liberté implique que les coefficients correspondants
sont uniques. On les appelle coordonnées de x dans 2 :

Définition 8. Soit E un espace vectoriel admettant une base 8 = (e, ..., e,). Pour tout x de E, il existe des
n
uniques coefficients Ay,..., A\, tels que x = Z Aie;. Les \; sont appelés coordonnées de x dans la base 2.
i=1

Démonstration. Lexistence de tels coefficients résulte du fait que la famille est génératrice. Montrons leur unicité, en
supposant qu'il existe deux décompositions

n n
x=) Niej= ) pie;
i=1 i=1

n
En faisant la différence, on obtient O = Z (A; —K)e; ; par liberté on a donc A; — y; = 0 pour tout i, donc A; = y;, ce qui
i=1
montre bien l'unicité. O

Remarque 4. On aicile schéma typique d’'une démonstration d'unicité : pour montrer qu’il n’existe qu'un seul
objet vérifiant telle propriété, on suppose qu’il en existe deux, et on montre qu'ils sont en fait identiques.
Ceci est a retenir.

Il sera tres pratique d’introduire la colonne des coordonnées d'un vecteur :

n
Définition 9. Soit E un espace vectoriel admettant une base % = (ey, ...,ey) ; SOit X = Z Aie; un vecteur
i=1
de E, décomposé dans la base 2.

On appelle vecteur colonne des coordonnées de x dans 98 la matrice colonne :
A
Ao
Xg=| . |€Mn1([R)

An

Attention : il est essentiel de noter que les coordonnées de x dépendent de la base 9 considérée : si % et B’
sont deux bases distinctes, on aura en général Xy # Xg'. Nous verrons dans le chapitre suivant comment
relier ces deux colonnes.

Exemple 7. Donner la colonne des coordonnées du vecteur (1,2,3) € R3:
* dans la base canonique de R3;
¢ danslabase {(1,1,1),(0,1,1),(0,0, 1)}

Remarque 5. On se convainc avec ce dernier exemple que :

Les coordonnées d'un vecteur de R” dans la base canonique sont ses composantes.

et on se rappellera bien que, dans toute autre base, les composantes ne sont pas les coordonnées.



3 Espaces vectoriels de dimension finie

On vit dans un espace a 3 dimensions* : qu’est-ce que ¢a signifie ?

Nous allons définir la dimension d’'un espace vectoriel (enfin de certains espaces vectoriels... d’autres n'admettent
pas de dimension, mais le programme exclut leur étude).

Essentiellement un espace vectoriel est de dimension finie si on peut I'engendrer par une famille finie de
vecteurs ; et la dimension sera alors le nombre de vecteurs indépendants nécessaire pour engendrer notre
espace.

3.1 Théorie usuelle de la dimension

On commence par une premiere définition de la notion de dimension. Ce n’est pas la plus pratique et on ne
I'appliquera quasiment jamais ; mais cela permet d’amorcer une construction propre.

Définition 10. On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension finie lorsqu’il admet une famille
génératrice finie.

Soit E un espace de dimension finie. D’apres la définition précédente, E admet des familles génératrices finies.
On peut alors se demander s’il est possible de trouver une base de E. La réponse est positive mais nécessite un
peu de boulot.

3.2 Existence et construction de bases

Les démonstrations de ce chapitre ne sont pas a connaitre et sont toutes renvoyées en annexe ; il est par con-
tre bon de mémoriser certains résultats et techniques qui peuvent revenir dans d’autres contextes et aider a
I'intuition.

On commence par un lemme® qui traite d’opérations possibles sur des familles génératrices ou libres per-
mettant de conserver leurs propriétés. Avec une certaine habitude, les résultats suivants devraient apparaitre
intuitifs.

Lemme 5 (Opérations sur les familles).
Soit (xy,...,x,) une famille finie de vecteurs deE. Soit k € [1, n] fixé.

* §'il existe un vecteur x;. s’exprimant comme une combinaison linéaire des autres vecteurs (x;);+i, on
peut le retirer a la famille sans changer Uespace engendré :

Vect (x1,...,Xn) =Vect (X1, ..., Xk—1, Xk 1r+--rXn)-
Par exemple, Vect (x1, X2, X1 + X2) = Vect (x1, X2).

¢ Sila famille (x,,...,x,) est libre, et si on lui ajoute un vecteur u qui n'est pas combinaison linéaire des
X;, alors la famille obtenue (u, x,, ..., X,;) est encore libre.

Les constructions de cette partie reposent sur le théoreme suivant (démo, qui n’est pas a connaitre, en annexe) :

Théoréme 6. SoitE un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit (x1,...,Xp) une famille génératrice finie de E
et soit (uy, ..., uq) une famille libre deE. Alors q < p.
Ainsi, le cardinal de toute famille génératrice est supérieur au cardinal de toute famille libre.

4en fait : 4 dimensions si on compte le temps ; 10, 11 ou 26 dimensions si on fait de la théorie des cordes. Mais restons sur 3.
5En mathématiques, on nomme «lemme » un résultat intermédiaire assez pratique dans le cours d"une démonstration, mais qui n’'a pas
I'importance d'un théoréeme.
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Ce résultat va nous permettre d’introduire la dimension d’'un espace vectoriel. Les propositions suivantes re-
lient les propriétés de familles de vecteurs a leurs cardinaux.

Proposition7. SoitE unR-evdedimension finie; on note n le cardinal minimal d’'une famille génératrice
(on verra en-dessous que n = dim(E)).

1. Toute famille génératrice de cardinal n est une base de E (et donc E admet une base).
2. Toutes les bases de E ont pour cardinal n. On note alors n = dim(E).

3. Toute famille de cardinal strictement supérieur a dim(E) est liée.

4. Toute famille de cardinal strictement inférieur a dim(E) n'est pas génératrice.

5. Toute famille libre de cardinal dim(E) est une base deE.

6. Soit (ey,..., e,) une famille de n = dim(E) vecteurs de E. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(@) (e1,...,ey) estlibre.
(b) (ey,...,en) est génératrice.

(c) (eq,...,e;,) estune base deE.

7. S'il existe une famille libre de p vecteurs de E, on a dim(E) = p.

On peut interpréter ces résultats en disant qu'une famille génératrice de taille minimale est une base de E ; et
qu’'une famille libre de taille maximale est une base de E.

Le cinquiéme point est d'usage tres fréquent pour montrer qu’on a affaire a une base :

Méthode::

Soit E un espace de dimension n, et (xy,..., x;) une famille de cardinal » de vecteurs de E.
Pour montrer que (xy,..., x;) est une base de E, il suffit de montrer que c’est une famille libre.

Attention:
Dans la méthode précédente il faut raisonner correctement.
Le résultat est :

«siune famille de cardinal égal a la dimension de E est libre, alors elle est
aussi génératrice, et c’est donc une base de E »

etnon:

«une famille de cardinal égal a la dimension de E est automatiquement génératrice ;
si de plus elle est libre, c’est donc une base de E »

ce dernier raisonnement étant FAUX.

Remarque 6. Soit E un espace de dimension n. Pour montrer que (xi,...,X;) est une base de E, il suffit aussi
de montrer que c’est une famille génératrice ; mais sauf cas particuliers cette méthode est beaucoup moins
pratique que la précédente.

Remarque 7. Examiner la terminologie : dimension d'un espace, cardinal d'une famille. Pour appliquer ce
critere, il faut donc que le cardinal de la famille soit égal a la dimension de I'espace.

Remarque 8. Bien siir, ceci ne fonctionne que si on connait a I'avance la dimension de I'espace... ce qui n’est
pas toujours le cas !
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On a introduit au passage la définition usuelle de la dimension d'un espace vectoriel :

Définition 11. Un espace vectoriel E est dit de dimension finie s'il admet une base (e, ...,e,) ayant un
nombre fini de vecteurs. Toutes les bases de E sont alors de méme cardinal n ; ce cardinal est appelé
dimension de E.

Remarque 9. Par convention, on pose que I'espace {0} est de dimension nulle.

3.3 Ladéfinition du programme

La définition au programme d’ECG2 est la suivante.

Définition 12. On dit qu'un espace vectoriel E est de dimension n (n € N*) s'il existe une application
linéaire @ bijective de E dansR".

Remarque 10. Cet entier n est alors unique : en effet si ¢ € £ (E,R") et v € £ (E,R™) sont deux bijections linéaires, alors
wo @~ est une bijection linéaire de R” sur R,
Le théoréme du rang sur cette derniere application donne m = n.

On voit alors que les espaces usuels sont de dimension finie :
¢ R" est évidemment de dimension n (prendre ¢ I'application identité).

. 'm.n(R) est de dimension mn (considérer ¢ : My, ,(R) — R™" définie par :

an a2 ai,n
ap aro ... az n

¢ . ) . =(a1,1,@,2)--, 1,0, 02,15+, A2,15 - > Am, 15+ > Am,n)
am,1 oo Amyn

¢ R,[X] est de dimension n+1 (prendre ¢ : ag + o X+ --- + a, X" — (ag, ai, ..., az)).

Cette définition est peut-étre simple mais occulte le role essentiel des bases d'un espace vectoriel dans la no-
tion de dimension ; notamment le fait qu'un méme espace vectoriel admet plusieurs bases.

De toute facon adopter 'une ou l'autre définition n'a aucune incidence car elle sont équivalentes, et vous
n'aurez pas a rentrer dans ces considérations le jour du concours.

3.4 Les deux définitions coincident!

On va finir en montrant les deux définitions de la dimension proposées dans ce cours (définitions 11 et 12) sont
cohérentes.

Théoréme 8. Soit E un espace vectoriel. Il existe une bijection linéaire ¢ de E sur R" si et seulement si E admet
une base de cardinal n.

Démonstration. Annexe. O

Remarque 11. En fait, la signification de cette application ¢ est d’associer a un vecteur le n-uplet de ses coor-
données dans une certaine base ; mais la seule donnée de ¢ rend 'identification de ladite base assez difficile
et peu naturelle.
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3.5 Dimension d’'un sous-espace vectoriel

Théoréeme 9. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F un sev de E. Alors F est de dimension finie,
etdim(F) < dim(E).
De plus, si F est un sev de E tel que dim(F) = dim(E), alorsE =F.

Démonstration. En annexe. O

Le dernier point est important et sert régulierement dans des exercices :

Méthode :

Si F et G sont deux (sous-)espaces vectoriels , on peut montrer qu’ils sont égaux en montrant une
inclusion et I'égalité des dimensions: on a

FcG
F =G sietseulementsi | et
dim (F) = dim (G)

3.6 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 13. Soit & = (x1,...,xp) une famille de vecteurs d'un R-ev E. On appelle rang de & la
dimension de l'espace engendré par cette famille :

1g(x1,...,xp) = dim (Vect (x1, ..., xp))

Remarque 12. On note V = Vect (xy,..., Xp).

¢ Lerang d'une famille de vecteurs est en quelque sorte le « nombre de vecteurs indépendants » dans cette
famille. Par exemple, si tous les x; sont colinéaires, la famille des x; est de rang 1.

* (x1,...,Xp) est évidemment une famille génératrice finie de V; ce dernier espace est donc de dimension
finie inférieure ou égale a p. Autrement dit,

Pour tous vecteurs X1y.eer Xp, I8 (xl,...,xp) <p

* Silerangde (xi,...,xp) est égal a p, (x1,...,xp) est une famille génératrice de V a dim(V) vecteurs, donc
une base de V; elle est donc libre.
Réciproquement, si la famille (x1,...,x)) est libre, c’est une famille génératrice et libre de V, donc une
base de V; donc dim(V) = p. On a ainsi démontré :

rg(x1,...,Xp) =p < (x1,...,Xp) estlibre.

3.7 Rang d’une matrice

Si M est une matrice a n lignes et p colonnes, alors on peut considérer la famille de ses colonnes, qui sont des
éléments de .41 (R). Le rang de la matrice est alors définie comme le rang de la famille de ses colonnes :

Définition 14. SoitM € Uy »(R). On appelle rang de M le rang de la famille de ses colonnes, vues comme
éléments de M ,,,1 (R).
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SiM € 4y, (R), elle a p colonnes ; on a alors rg (M) < p. De plus, I'espace engendré par les colonnes de M est
un sev de .41 (R), espace de dimension 7 ; on en déduit que rg(M) < n.

Finalement : si M € .4, ,(R), alors rg (M) < min(n, p).

Mentionnons un dernier résultat que nous ne démontrerons pas, mais qui est a connaitre :

Théoréme 10. SoitM € 4y ,(R). Onarg(M) =rg(‘M).
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4 Démonstrations

Théoreme 4

Pour tous vecteurs x1,...,x, de E, Vect(xy,..., X;;) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. NotonsV = Vect(xy,...,X,).
En prenant tous les A; nuls, on voit que Og € V, qui est donc non vide.
Soient maintenant (i, v) € V2, et a € R. Il existe alors des coefficients \; et ;i tels que

n n
u=Yy ANix; et v=) WiX;
i=1 i=1

n
Alorsau+v = Z (aA; + p;)x; s’écrit aussi comme une combinaison linéaire des x;, ce qui montre que V est un
i=1
sevdeE. O

Lemme 5

Soit (x1,...,x;) une famille finie de vecteurs de E. Soit k € [1, n] fixé.

* Sion additionne a x; une combinaison linéaire des autres x;, cela ne change pas le sous-espace
vectoriel engendré.
Plus précisément, si (\1,...,A\p_1,Aks1,...,An) ER?TL,

Vect (x1,...,X,) =Vect | X1,..., Xp_1, Xk + Z NiXiy Xkslre-r Xn |-
i#k

* §’il existe un vecteur x; s'exprimant comme une combinaison linéaire des (x;);+x, on peut le
retirer a la famille sans changer I'espace engendré :

Vect (x1,...,X,) =Vect(X1,..., Xj—1, Xis1r++-r»Xn)-

e Si la famille (x,,...,x,) est libre, et si on lui ajoute un vecteur u qui n’est pas combinaison
linéaire des x;, alors la famille obtenue (u, x1,..., x;) est encore libre.

Démonstration.
* Montrons le premier point par double inclusion. On note u = xp + Y ;¢ A;x;. Si y € Vect(xy,...,u,...,X,)
alors y est une combinaison linéaire des x; car u I'est aussi. Réciproquement, si y € Vect (x1,..., x,;) alors
on écrit

n
Y= MiXi= ) WX+ WXe = ) X+ Uk (M— > )\ixi) =peu+ Y (1 — ek x;
i=1 i7k iZk i#k i#k

eton abien y € Vect(xy,...,U,...,Xp).
* C’estle premier point en choisissant les A; tels que xi + Y ;2 A;x; =0.

e Soit u € E\Vect(xy,...,x,). Supposons que Au +Z:’=1 Aix; =0.Si A #0, alors

>
u=-=> Aix;,
AT

qui est donc combinaison linéaire des (xj,..., X;), ce qui est contraire a '’hypothese. Donc A = 0 et il reste
Y7 Aix; =0. Donc A; = 0 pour tout i et (u, X1,..., X,) est libre.

O
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Théoreme 6

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit (x1, ..., x,) une famille génératrice finie de E et
soit (u1, ..., uy) une famille libre de E. Alors g < p.
Ainsi, le cardinal de toute famille génératrice est supérieur au cardinal de toute famille libre.

Démonstration. Supposons par 'absurde que g > p. Lidée de la preuve consiste a remplacer , les uns apres les
autres, les générateurs (x1, ..., Xp) de E par les vecteurs (uy, ..., tg).

Ftape 1. Ecrivons u; = Zle Aix; (possible car la famille (x;) est génératrice) avec au moins 'un des A; non nul
(car u; #0). Quitte a renuméroter les x; on peut supposer que A; # 0. Par le lemme 5, on peut alors remplacer
le générateur x; par u;. On obtient alors (u1, X2, ..., Xp) comme famille génératrice de E.

Etape 2. Ecrivons uy = pyug + Zf:z Mix;. Au moins un des coefficients y; pour i = 2 est non nul car u, n'est
pas colinéaire a u;. Quitte a renuméroter x,...,Xx,, on peut supposer [ # 0 et remplacer x, par u,. Ainsi,
(u1, U2, X3, ..., Xp) est une famille génératrice.

Ftape 3. En itérant le procédé, aprés p étapes, on obtient que la famille (u, ..., up) est génératrice. En partic-

ulier, on obtient que le vecteur 1,41 (possible car g > p) est combinaison linéaire des uy, ..., up, ce qui montre
que (uy,..., Up, Upy1) estliée. Or c’est une sous-famille de la famille libre (u, ..., u4), donc elle devrait étre libre.
On obtient une contradiction.

On peut donc conclure que g < p. O
Proposition 7

Soit E un R-ev; on note 7 le cardinal minimal d’'une famille génératrice (on verra en-dessous que
n = dim(E)).

1. Toute famille génératrice de cardinal 7 est une base de E (E admet donc une base).
2. Toutes les bases de E ont pour cardinal n. On note alors n = dim(E).

3. Toute famille de cardinal strictement supérieur a dim(E) est liée.

4. Toute famille de cardinal strictement inférieur a dim(E) n’est pas génératrice.

5. Toute famille libre de cardinal dim(E) est une base de E.

6. Soit (ey,..., e,) une famille de n = dim(E) vecteurs de E. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(@ (ey,...,ep) estlibre.
(b) (ey,...,e,) est génératrice.

(c) (e1,...,e,) estune base de E.

7. S'il existe une famille libre de p vecteurs de E, on a dim(E) = p.

Démonstration. 1. Soit (x1, X2, ..., x,) une telle famille; il faut montrer qu’elle est libre. Si ce n’est pas le cas,
un des xj s’écrit comme combinaison linéaire des autres x;, et par le lemme 5, (x;);x est génératrice, de
cardinal n — 1, ce qui contredit la minimalité. Elle est donc libre : c’est une base.

2. Soit % de cardinal p et ' de cardinal g deux bases de E. Par le théoréme 6 : 9 est génératrice, %’ est
libre, donc p = g; 9’ est génératrice, 94 est libre, donc p < g. Donc p = g. D’apres le point précédent, il
existe une base de cardinal #; donc toutes les bases sont de cardinal n.

3. Il existe une famille génératrice de cardinal dim(E) : par le théoréme 6, une famille de cardinal > dim(E)
ne peut pas étre libre.

4. Par définition, dim(E) = n est le cardinal minimal d'une famille génératrice.

5. Soit (x1, X2,...,x,) une telle famille; il faut montrer qu’elle est génératrice. Si ce n’est pas le cas, il existe
u ¢ Vect(x;) : d’apres le lemme 5, (1, x3, ..., Xx,) est libre de cardinal dim(E) + 1, ce qui est absurde par le
troisieme point de la proposition.

16



6. (c) = (a) et (c) = (b) sont évidents; (a) = (c) résulte du cinquieme point, et (b) = (c¢) du premier point.

7. Sin estla dimension de E, il existe une famille génératrice de E a n vecteurs. Le théoreme 6 donne alors

psn.
O

Théoréme 8

Soit E un espace vectoriel. Il existe une bijection linéaire de E sur R” si et seulement si E admet une

base de cardinal n.

Démonstration. 1. Montrons d’abord le sens direct :

Soit E un espace vectoriel, tel qu'il existe une bijection linéaire de E sur R". Alors E admet une base de

cardinal n.

Soit ¢ la bijection de E sur R” dont on a supposé I'existence.
¢ est bijective donc surjective. Soit e; = (0,...,1,...,0) le i-eme vecteur de la base canonique de R" ; il

existe donc des x; tels que pour tout i € [1, n], ¢(x;) = e;. Montrons que (x1,...,X;) est une base de E.

¢ Génératrice : Soit x € E. On note @(x) = (Ay,...,A,) ; alors
n n n
@) = Niei=) Aigp(x)=¢ (Z )\ixi)
i=1 i=1 i=1

et donc par injectivité de ¢ on conclut
n
X = Z )\ix,-
i=1
ce qui montre bien que la famille (x;) génere E.

n
e Libre: soient p,..., L, tels que Z M;x; = Og. En appliquant ¢ :
i=1
n n n
@D mixi| =D Hipx) =) piei = (Hi,..., Hp)
i=1 i=1 i=1

Mais par linéarité, ¢ (Z ?:1 11 ,-x,-) =@(0g) = (0,...,0) ; on obtient donc que tous les y; sont nuls ; d’ot
la liberté.

(x1,...,x,) estdonc une base de E.

2. On montre maintenant le sens réciproque :
Soit E un espace vectoriel qui admet une base (x1,X,...,%,). Alors il existe une bijection linéaire de E

surR™.
Tout vecteur de E s’écrit de maniére unique :

n
X = Z )\iu,-
i=1

n
On vérifie alors que 'application ¢ : Z Aiui — (Ag,...,Ay) est une bijection linéaire de E sur R”.
i=1

Théoreme 9

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F un sev de E. Alors F est de dimension finie, et
dim(F) < dim(E).
De plus, si F est un sev de E tel que dim(F) = dim(E), alors E = F.
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Démonstration. Notons n = dim(E).

Soit 2B = (ey,..., e,) une base de E. Alors 28 est une famille génératrice finie de E qui est donc de dimension
finie < n. 98 étant génératrice de E a n éléments, on en déduit que dim(F) < n.

Si dim(F) = n, alors 98 est génératrice de F a n = dim(F) éléments, donc est une base de E On a alors E =F =
Vect (%8). O
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