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Exercice 1

On considere les matrices :
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On note & = Vect(],],K).

1. Donner une base et la dimension de .%.

1l est facile de vérifier (mais il faut le faire, et ne pas dire que I,],K sont non colinéaires !!!) que (1,],K) est
libre ; c’est donc une base de 'espace qu’elle engendre.
dim(%) = Card ({1,],K}) = 3.

2. Calculer les produits J?,K?,JK,KJ. En déduire que & est stable par produit, c’est-a-dire : ¥ (M,M’) €
F2, MM’ € &.
Calcul direct : J2 =K, K% = KJ = JK = 0 (matrice nulle de .#3(R)).
Avec ces formules les calculs se simplifient un peu : si M = al + b] + cK et N = dI + eJ + fK sont deux
éléments de & alors

MN =

(al+Db]+cK)(dl+e]+ fK) = adl+aeJ+afK+bd]+beK+cdK = (ad)l+(ae+bd)]+(af +be+cd)K e F

et on a bien la stabilité par produit.

3. On s'intéresse a P'inversibilité des matrices de &. Pour (a, b, ¢) € R?, on note M(a, b, ¢) = al + b] + cK.

(a)

(b)

Montrer que M est inversible ssi a # 0.

a b c
M(a, b,c) = (0 a b) est triangulaire, donc inversible ssi tous ses coeff diagonaux sont non nuls.
0 0 a

Ceci équivaut bien ici a a # 0.
Pour (b, ¢, x,y) € R, calculer le produit (1+ bJ + ¢K)(I+ xJ + yK). En déduire M(1, b,c) .

Utiliser la question 2 !!
En changeant le nom des coefficients

(I+b) + cK)(I+xJ + yK) =1+ (b+ x)] + (y + bx + c)K

On pense alors a chercher I'inverse de M(1, b, ¢) sous la forme M(1, x, y) avec x et y convenables.
D’apres le calcul précédent, si b+ x =0 et y + bx+ ¢ =0, on aura bien (I+ bJ + cK)(I+ xJ + yK) = L.
On résout alors :

b+x=0 x=-b
o
y+bx+c=0 y=—-c—-bx=b*-c

etonadoncM(1,b,¢)" =M(1,-b, b*-c).

4. On s’intéresse maintenant aux puissances de la matrice M(1,1,1) =I1+J+K.



(a) Exprimer (I+]+ K)2 et(I+J+ K)3 comme des combinaisons linéaires de I, ], K.
On utilise encore le calcul :

(al+Db] +cK)(dl+e] + fK) = (ad)]+ (ae+ bd)] + (af + be+ cd)K

=f=1:1+J+K?=1+2J+3K

Poura=b=c=d=
=c=d=1e=2et f=3:

Etaveca=b=c
(I+]+K)3 = (I-i-]+K)(I+]+K)2 =I+J+K)(I+2J+3K)=1+3]+6K
(b) Justifier que pour tout entier 7 € N, il existe trois réels a,, b, c, tels que
(1+7+K)" = apl+ bpJ + c,K

Justifier que ces réels sont uniques.

I+J+K=1eZ.

Par stabilité de & par produit on aimmédiatement: [+J+Ke F = VneN*, (I+J+K)" € & ; ce qui
par définition de & signifie que (I+] +K)" s’exprime comme combinaison linéaire de I,],K.

Les coefficients intervenant dans cette combinaison linéaire sont uniques : ce sont les coordonnées
de (I+J+K)" dans la base {I,],K}. Par ailleurs .

Exprimer a1, by+1,cn+1 en fonction de ay, by, cp.
Encore un petit calcul :

I+J+K)" = (+T+K " x T+J+K) = (anl+ bp) + c, K A+] +K) = apl+ (an + bp)] + (an + by + cn)K
d’ou par unicité des réels a;+1, bn+1, Cn+1 -

Ap+1 = Anp
bpy1=an+by
Cpn+1=an+bp+cy

(c) Déterminer la valeur de a;, pour tout n € N ; puis de b, pour tout n € N.

La suite (a;,) est constante (premiere équation) : VneN, a, = ay =1 (car I+J+K)°%=1=1+0J+0.K
donne ag =1, bg = ¢y =0).

Onaalors: VneN, bys1 = b, +1 et byp =0. (b,) est donc arithmétique et on a directement :
VneN, b, =n.

nn+1)
(d) Montrer:VneN, ¢, = >

Onaensuite: VrneN, ¢,+1 = c,+n+1. Avec ¢y = 0 on a le résultat souhaité par une récurrence sans
difficulté.

5. On rappelle que pour M inversible, on définit M~" = (M‘l)n. Montrer, a aide de ce qui précede, que

pour tout entier n >0, on a

nn-1)

(I+J+K) " =I-nJ+ K

11 suffit de reprendre la question 3b.

nn+1) _n(n+1)

A+J+K) "= (+J+K ' = (ayl+ b+ ¢, = {1+ 1] +

-1
K) :I—nI+(n2

n(n—l)K

=I-nJ+



Exercice 2

Partie 1 : Etude d’'une variable discréte sans mémoire.

Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N, telleque: Vm e N, P(X = m) > 0.
On suppose également que X vérifie : V(m, n) e N>, Pxspy (X = n+m) = PX = n).

On pose P(X =0) = p et on suppose que p > 0.

1. Onpose g =1— p. Montrer que P(X = 1) = g. En déduire que 0 < g < 1.

CommeX(Q)=N,PX=z1)=1-PX=0=1-p=gq.
p>0d’aprés 'énoncé donc g < 1; de plus d’apres'énoncé: VmeN, PX=m) >0;doncPX=1)=¢g>
0.

2. Montrer que: Y(m,n) € N2, PX=n+m)=PX=mPX=n).

On part de la propriété sans mémoire : V(m, n) € N?, Pxspm (X = n+ m) = P(X = n).
(NB: PX = m) > 0 donc pas de souci de définition).
Par définition d’'une conditionnelle :
P(X=m)nX=n+m))
PX=m)

=PX=n)
Orcomme m+n=monaX=m)>X=n+m)etdonc

P(XzmnX=n+m))=PX=n+m)
On a finalement

PX=zn+m)

=PX=n)
PX=m)

ce qui donne la propriété voulue.
3. Pour tout n de N on pose u, =PX = n).
(a) Utiliserlarelation obtenue ala deuxiéme question pour montrer que la suite (u,,) est géométrique.

Pour m =1 la propriété précédente s’écrit :
VneN, PX=zn+1)=PX=1)PX=n)

ce qui montre que la suite (P(X = n)) neny €St géométrique, de raison P(X = 1) = q.
(b) Pour tout n de N, exprimer P(X = n) en fonction de n et de g.

On déduit immédiatement, par formule générale des suites géométriques :
Vne, PX=n)=q"PX=0)=q"
(P(X = 0) =1 car X a valeurs positives).

(c) Etablirque:VneN, PX=n)=PX=n)-PX=n+1).

Comme X est a valeurs entiéres on a I'union disjointe: X=n) = X=n)u X =n+1); ce qui donne
PX=n)=PX=n)+PX=n+1) en passant aux probas.

(d) Endéduire que, pour tout ndeN,onaP(X=n)=qg"p.
On rassemble les résultats précédents :
VneN,PX=n=PX=2n-PX=n+1)
— qn _ qn+1

=q"(1-q)
VvneN,PX=n)=q"p



4. (a) Reconnaitre laloi suivie par la variable X + 1.

X(Q)=Ndonc X+1)(Q) =N*; et
VneN* , PX+1=n=PX=n-1)=g""'p
avec la loi précédente (on a bien n—1€N).

Onreconnait X+ 1 — ¥ (p).

(b) En déduire E(X) et V(X).

D’apres le cours :

1 1
e E(X+ 1) existe et vaut — ; donc par linéarité E(X) existe aussi, et EX) =EX+1)—-1=——-1= a ;
p p p
e V(X + 1) existe et vaut 12 ; donc par linéarité V(X) existe aussi, et VX) = V(X +1) = 12
p

=

Partie 2 : Taux de panne d’'une variable discréte.
Pour toute variable aléatoire Y a valeurs dans N et telle que, pour tout n de N, P(Y = n) > 0, on définit le taux
de panne deY alinstant 7, noté A, par: VneN, A, =Pysp) (Y = n).

PY=n)

5. (a) Montrerque: VneN, A\, = ———.
(@) q n PY>n)

Ici aussi I'énoncé assure la bonne définition de la proba conditionnelle : P(Y = n) > 0.
On calcule ensuite :

P(Y=mn(Y=n) PY=n
P(Y>n) CPY=n)

Ap= Pysm(Y=n)=
car au niveau des événements: Y=n)n(Y=n) = (Y =n).

PY=zn+1)

b) En dédui cVneN,1-A, =
(b) Endéduire que: Vn € n PY > 1)

On trouve alors
P(Y=n) _ PY=n)—-P(Y=n) B PY=n+1)
P(Y=n) P(Y = n) T P(Y=n)
ol1 on a utilisé la formule de 3c (Y étant bien a valeurs entiéres).

1-A,=1

(c) Etablir alors que:VneN,0<A,<1.

CommeP(Y=n+1) et P(Y = n) sont >0 d’apres 'énoncé, 1 —A, >0etdonc A, < 1.
Deplus Y=zn+1)c(Y=n)doncP(Y=zn+1)<P(Y=n)etdoncl—-A,<1:A,=0.

n-1
(d) Montrer par récurrence, que: VneN*,P(Y=n) = H (1I-Ag).
k=0

Pour n =1 la propriété a démontrer s’écrit
PY=1)=1-)

Or d’apres 5b
P(Y=1)
T P(Y=0)

(P(Y = 0) = 1) ce qui établit bien la propriété.

1-Ao =P(Y=>1)

n-1

Soit maintenant n € N* ; on suppose P(Y = n) = H (1—Ap).
k=0

Alors :

n—1 n
PY=n+1) = 1-A)PY=2n)=0- ) [[A-A) =] -2p)
= k=0 k=0



(a)

(b)

(©

(d)

et la propriété est bien héréditaire ; ce qui permet de conclure.

Remarque : on pouvait aussi voir un produit téléscopique :

PY=n) "PY=k+1) !
: = =[Ja-x
P >0) ,}:[0 PY > k) ,}]0( 2

VneN*

eton conclutavecP(Y=0) =1.

n-1
Montrer que: YneN*, ) P(Y=k)=1-P(Y > n).
k=0
+00
Y(Q) =Ndonc Z P(Y = k) = 1; or on peut découper cette derniére somme :
k=0

n-1 n-1
Y PY=K+) PY=k=1
k=0 k=0

et on reconnait bien

n-1
Y PY=K+PY=n)=1
k=0

En déduire que lim P(Y=n)=0.
n—+oo

Pour n — +oo, par définition de la convergence de la série :

n-1

donc1-P(Y = n) — 1 eton abien lalimite voulue.

n-1
Montrer que r}im (Z —In(1- )\k)) =+00
T\ k=0

On part de 'expression de 5d et on prend le In (P(Y = n) > 0 d’apres 'énoncé) :

n-1
In(P(Y=n)=In ( [Ta- )\k))
k=0

n—1
=Y In(1-Ag)
k=0

donc
n—1

Y —In(1-Ag) = -In(P(Y = n))
k=0

Or P(Y = n) — 0, ce qui donne —In(P(Y = n)) — +oco et donc

n-1
lim (Z -In(1 —)\k)) =+00

n—oo k=0
En déduire la nature de la série de terme général A ,,.

On voudrait utiliser 'équivalent In(1 — Ag) ~ —Ag... mais a-t-on Ay — 0 2?2
En fait cela fait partie de la discussion :
* Si (A,) ne tend pas vers 0 en +oo, alors }_ A, diverge grossiérement ;
e SiA, —>0ona-In(1-Ap) et —(=An) = A, et par équivalence de SATP les séries Y A, et
Y —In(1 - A,) sont de méme nature.

Comme on vient de voir que ). —In(1 —A,) diverge (ses sommes partielles tendent vers +oo) on
en déduit ici encore la divergence de }_A,.

Dans tous les cas }_ A, diverge.



7. On suppose ici que Y — Z(a), avec a > 0.

(a)

(b)

(©

Pour n € N*, donner 'expression de P(Y < 7 — 1) sous forme d’une somme finie ; en déduire une
expression de P(Y = n).

Avec la formule de cours :

n-1 n—lak
YneN , PYsn-1)=) PY=k=e*) —
k!
k=0 k=0
puis comme Y est a valeurs entieres :
n—lak

PYzn=1-PY<n-1)=1-e¢ —
i=o k!

Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function p=Poisson(n,alpha) qui calcule P(Y = n) pour
Y — 2 ().

On admet n! s'obtient en Python par np .math.factorial(n).

On peut y aller tres brutalement avec la fonction factorielle :

def Poisson(n,alpha):
return 1-np.exp(-alpha)*
np.sum([alpha**k/np.math.factorial(k) for k in range(n)])

MAIS c’est tres malhabile car on se refait le calcul de la factorielle a chaque étape.
k k+1

On peut procéder de la maniére suivante : pour passer de o a T D!
. ! !

. [0 . R
On construit alors les 7 de proche en proche et on les ajoute a la somme.

def Poisson2(n,alpha):
s=1
p=1
for k in range(l,n):
p=alpha/k*p
s=s+p
return 1-np.exp(-alpha)*s

il suffit de multiplier par %.

En déduire une fonction Python Taux_Panne (n,alpha) quicalculele taux de pannedeY al'instant
n. On pourra utiliser la fonction programmeée en question 7b.

Le « mieux » est de reprendre 5b :
PX=n+1)

Ap=1
" P(Y = n)

et on code immédiatement

def Taux_Panne(n,alpha):
return 1-Poisson2(n+1,alpha)/Poisson2(n,alpha)

mais la encore c’est tres faible : lors du calcul de Poisson2(n+1,alpha) on refait tout ce qui a été
fait en Poisson2(n,alpha) !
Il vaut mieux attraper au vol les bonnes quantités

def Taux_Panne(n,alpha):
s=1
p=1
for k in range(l,n):
p=alpha/k*p
s=s+p
tl=1-np.exp(-alpha)x*s
# t1 = P(Y>=n)
# et on rajoute encore un terme
p=alpha/n*p
s=s+p




t2=1-np.exp(-alpha)*s
# t2 = P(Y>=n+1)
return 1-t2/t1

Partie 3 : Caractérisation des variables dont la loi est du type de celle de X.

8. Déterminer le taux de panne de la variable X dont la loi a été trouvée a la question 3d.

On rappelle que P(X =n) = q" p, et P(X = n) = q". Avec la définition du taux de panne :

PX=n)

VneN, A, = ———1 _
neEN = pxem TP

On obtient un taux de panne constant.

9. On considere une variable aléatoire Z, a valeurs dans N, et vérifiant: Vn e N, P(Z = n) > 0. On suppose
que le taux de panne de Z est constant, c’est-a-dire que 'ona: VneN, A, = A.

(a) Montrerque0 <A< 1.

Onadéjavu0<A <1 (on est bien dans les hypotheses de la partie 2).
SiA=0onapourtout neN, P(Z=n)=0: c'est absurde.
Onadoncbien0<A<]1.

(b) Pour tout 1 de N, déterminer P(Z = n) en fonction de A et 7.

D’apres 5d :
n-1 n-1
YneN ,PZz=n=]]0-A0=[]a-N=01-1"
k=0 k=0

dotu:P(Z=n)=PZ=n)-PZ=z=n+1)=10-N)"-1-N)""=10-N"A

(c) Conclure que les seules variables aléatoires Z a valeurs dans N, dont le taux de panne est constant
et telles que pour tout n de N,[P(Z = n) > 0, sont les variables dont la loi est du type de celle de X.

C’est ce qu’on vient de faire : si le taux de panne est constant on retrouve la loi de X (question 9b) ;
etlaloi de X donne bien un taux de panne constant (question 8).



