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Devoir maison n°4
Corrigé
Exercice 1
Dans cet exercice, a désigne un réel tel que a > 1.
1. On considére la fonction f sur R par:

0si x<-1

a
5(1+x)“_1 si —1<x<0

JF(x) =4

a
E(l—x)"‘1 sio<sx<l

0six=1

Montrer que f peut étre considérée comme une densité de probabilité.

a<0etsur[-1,1] 1+Xet1—x sont positifs ; donc f est positive sur R.

f est continue sur R\ {—1,0,1} par composée de fonctions continues sur les intervalles con-
cernés; a> 1 donc a—1 > 0 donc pas de souci de dénominateur non nul.

Enfin
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f estdonc bien une densité de probabilité.
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Soit Z une variable aléatoire admettant f comme densité ; on note F; sa fonction de répartition.

2. Expliciter Fz(x) pour tout réel x.

Z étant a densité, sa fonction de répartition sera continue sur R.

X
Vx<-1, F(x) :f 0d¢=0; notamment F(—1) = 0.
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e Vxelo1], F(x):F(0)+f Gq_petgr=1_a|0zZ077 1 f(——( ) ):
0 2 2 2 a o 2 2\a a

_a-xn°
2

1

;notamment F(1) = 1.

+00
Vx=1, F(x)=F(1)+f 0dr=1
1



Finalement :

0six<-1
1+x0* .
si —1<x<0
FO=1 a-ne
1- si0<sx<l1
l1six=1

On considére maintenant la variable aléatoire X = |Z|. On note Fx la fonction de répartition de X.
3. (a) Déterminer laloideX.
f étant nulle hors de [-1,1] on a Z(Q2) = [-1,1] et donc X(Q) = [0, 1].

On en déduit Fx(x) =0six<0,etF(x)=1six>=1.
Ensuite :

Vxel0,1], Fx(x) =PX<x)=P(Z<x)=P(—x<Z<x) (avecx=0)

=P(-x<Z<x) (Zadensité)

=F(x)-F(-x)
1-x* 1-x*
=1- — |- (avec xe [0,1] et —x € [-1,0])
2 2
=1-(1-x°
Finalement
0six<O
Fx(x)={ 1-(1-x)%si0<x<1
1six=1

(b) Montrer que X est a densité, et qu'une densité de X est donnée par :

a(l-x)%" si xe]o,1]

S :{o si x¢10,1]

Fest ¢! surR\{0,1} (composée de ¢1) ; les limites
Iiml1-1-x%=0et lim1-(1-x%=1
x—0* x—1-

permettent d’obtenir la continuité en 0 et en 1, et donc sur R.
On trouve une densité de X en dérivant Fx sur R\ {0, 1} :

0six<O
@) =Fx) =X al-x%" si xel0,1[
0six>1

et en posant fx(0) = fx(1) = 0 on I'expression demandée.
On se propose de déterminer I'espérance [ (X)et la variance V (X) de la variable aléatoire X. Pour ce

faire, on pose Y = —In (1 — X) et on admet que Y est une variable aléatoire a densité. On note alors G
sa fonction de répartition.

4. (a) Pour tout réel x positif, exprimer G (x) en fonction de x.



(b)

(a)

(b)
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Soit x = 0: on écrit

Gx) =P <x)=PIn(1-X)=-x)
=P(n(1-X)=e ¥) par stricte croissance de exp

=P(1-X=e™")
=PX<l1l-e%)
=F(1-e%)

Orx=0,doncl-e*€e[0,1[,doncFl-e ) =1-(1-(1-e%)%=1-e"* d’apres
I'expression de F trouvée en question 3a.

En déduire que Y suit la loi exponentielle de parametre a.

G est la fonction de répartition de —In(1 —X).
f étant nulle hors de [0, 1], on a X(Q) = [0, 1[; sur cet intervalle —In(1 —X) = 0.
DoncY(Q)) =R, ;etVx<0, G(x)=0.

On a donc

0six<O
Gx) =
l-e % si x=0

et on constate que Y — &(a).

Montrer que la variable aléatoire Y posséde une espérance et donner sa valeur en
fonction de a.

+00
Par théoréme de transfert, e¥ admet une espérance ssi f e Y g(y)dy converge absol-

ument, ol g est une densité de &(a). Or, avec Y — &(a),

+00 +00 +oo
f e_yg(y) dy = af e_ye_aydy - af e—(d+l)y dy
- 0

0o 0

et cette derniére intégrale converge bien absolument car a+1 > 0.
On trouve alors

Y *  _(a+Dy a
E(e”')=a e dy=——
( ) fo Y a+1

avec la question précédente.

Exprimer X en fonction de Y, puis en déduire que X posséde une espérance dont on don-
nera l’expression en fonction de a.

Y=-In(1-X)donneX=1-¢"".
e~Y admet une espérance, donc X également, et

a 1
EX)=E(1-e ¥)=1-E(e ¥)=1-—=
® ( ) (™) a+l a+1
a
Montrer que la variable aléatoire e 2" posséde une espérance et que E (e_ZY) =
a

En déduire la variance de e~" puis la variance de X.
Par le méme calcul qu’en 5a:

Ee )= a f e gy 2
0 a+2



2 a _( a )2_ a
a+2 \la+1 (a+2)(a+ 1?2’
Enfin,avecX=1-¢Y,onaVX)=V(e™Y) =

OnaalorsV(e™¥)=E ((e_Y)z) ~E(e7Y)
(a+2)(a+1)?’

6. On considere enfin une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées,
suivant toutes la loi de X.
Pour tout n € N*, on pose [,, = min(Xy, ..., X;). On note H;, la fonction de répartition de I,,.

n
.

(a) Montrer que, pour toutréel x: H;,(x) =1- (1 - Fx(x))
Vu 10000 fois.

(b) En déduire la fonction de répartition de I, ; puis, sans calcul mais en utilisant ce qui
précede, 'espérance et la variance de [,,.

Avec
0six<O0

Fx(x)=X{ 1-(1-x)%si0<x<1
l1six=1

on a en remplacant :

0si x<0
H,(x)={ 1-1-x)""si0<x<1
1six=1

eton voit que laloi de I, est de la forme de celle de X, en remplacant le parametre a par na.

11 suffit alors de remplacer dans les expressions de E(X) et V(X) :

na
(na+2)(na+1)2

1
Ed,) = et V(I,) =
(In) —— (In)

(c) Déterminer, pour tout réel x, lirP H,,(x). On aimmédiatement
n—+o00

0six<O0

lim H,(x) =
n—+oo l1six=1

etpour x€[0,1]:

1sil-x%<1
lim H,(x)= lim (1-(Q-x0%")= =
n—+oo n n—>+oo( ( ) ) 0 si (I—X)azl

1si0<x<l1

0six=0
En récapitulant :

. 0six<O
lim H,(x) = ]
n—+oo 1six>0
Ca ressemble a la fonction de répartition de la variable constante égale a 0 ; mais cette
derniere est :
0si x<0
Fo(x) =

1six>0



et est discontinue en 0.
Ce qui précede montre en fait que :

Vx#0 lim H,(x) =Fy(x)
n—+oo

. . s e N £
ce qui avec la discontinuité en 0 suffit a montrer que I,,—0.

Exercice 2 : Etude d’un temps d’attente

Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2. Une réunion est prévue entre n invités que I'on note I,
Io,..., Iy

Chaque invité arrivera entre I'instant 0 et 'instant 1.

Pour tout entier k tel que 1 < k < n, on modélise I'instant d’arrivée de I'invité [; par une variable
aléatoire T de loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]. On suppose les T; mutuellement indépendantes.
On notera F la fonction de répartition de la loi %/ ([0, 1]), et f une densité de cette méme loi.

1. Soit un réel ¢t appartenant a [0,1]. Pour tout entier k tel que 1 < k < n, on note By la vari-
able aléatoire de Bernoulli prenant la valeur 1 si'événement (T < t) est réalisé et la valeur 0
sinon. On admet que les conditions de 'expérience permettent de supposer les B;. indépen-
dantes.

OnnoteS;=B; +By+---+B,,.

<
<

(a) Que modélise la variable aléatoire S; ?

Pour tout k, By vaut 1 sil'invité estla al'instant ¢, et 0 s’il n’est pas encore arrivé. S; compte
donc le nombre d’invités que sont déja arrivés a I'instant ¢.

(b) Pour tout k € [1, n], déterminer la loi de la variable B;.
Pour tout k € [1,n], Bx est une variable de Bernoulli car a valeurs dans {0,1} ; de plus

PBr=1)=P(T <t)=t, car T — %([0,1]) et t € [0,1] (expression de la fonction de ré-
partition d’une var suivant % ([0, 1])).

(c) En déduire laloi de la variable aléatoire S;.

S: estune somme de variables de Bernoulli indépendantes, qui sont, d’apres ce qui précede,
de méme parametre ¢. On en déduit que S; — %B(n, 1).

2. Soit R la variable aléatoire égale a I'instant de la premieére arrivée.

(@) QuevautR;(Q2) ?
D’apres I'énoncé chaque invité arrive a un instant dans [0, 1] : R; () = [0, 1].
(b) Soitunréel r appartenanta [0, 1]. Comparer 'événement (R; > t) et'événement (S; = 0).

On a R; > ¢ ssi le premier invité arrive strictement apres ¢ ; de maniere équivalente, ssi
aucun invité n’est encore arrivé a I'instant ¢ ; donc ssi S; = 0.
Onadonc: (R;>1)=(S;=0).



(c) Déterminer la fonction de répartition de R; (qu'on notera F;).
Montrer que la variable aléatoire R; admet une densité et en déterminer une.

R; étant a valeurs dans [0, 1], F; est nulle sur | — oo, 0[, et vaut 1 sur [1, +ool.

Vte[0,1], Fi(0)) =PR; <) =1-PR;>)=1-PS;,=0=1-1-".

Cette fonction de répartition est bien continue sur R (car 1 — (1 — £)” tend vers 0 en 0% et
verslen17), et €! sur R privé de 0 et 1. R; est donc a densité ; on en trouve une densité
en dérivant F; sur R\ {0, 1}. On obtient une densité f; donnée par

0sit<O
it =< nd-0"1 si te)o,1]
0sit>1

et on complete en posant par exemple f;(0) = f1(1) =0.

3. Soit R, la variable aléatoire égale a I'instant de la deuxiéme arrivée.
Montrer que la variable aléatoire R, admet une densité et en déterminer une.

C’est similaire a la méthode précédente. Ry > ¢ ssi, a I'instant ¢, on a au plus un invité arrivé ;
doncssiS;<1.0OnadoncPRy> 1) =PS;=0)+PS;=1)=01-8"+nt(l- 1" (loi binomi-
ale) ; donc

Vte[0,1], PRo<H=1-(1-0"-nt(1-)""!

Par les mémes arguments, R, est a densité, et on obtient une densité g donnée par :

(0= 0 sité¢[0,1]
g1 = nl-0"1+nn-DtA1-0"2-n1-0""1si telo,1]

ou apres un peu de simplification :

0sitel0,1]
g(t)={ .
nn-1t1-0""=si te[0,1]



