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Variables aléatoires a densité
Un exercice supplémentaire

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire a densité, telle que X(Q2) < R, admettant une espérance E(X). On note
respectivement F et f, la fonction de répartition et une densité de X. On suppose f continue sur R;.

+00o
1. (a) Justifier la convergence de I'intégrale f tf(nde.
0

+00

(b) Montrer: Vx=0, f tf(Hdt=x1-Fx)) =0.

X

(c) En déduire que lim x(1-F(x))=0.
X—+00

+00
2. Montrer a I’aide d’'une intégration par parties que : E(X) = f (1-F(p)dt.
0

3. On considére maintenant (X,) ,en+ Une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.
Pour tout n € N*, on note Z,, = max (X1,X»,...,X;), Gy, la fonction de répartition de Z,, et g, une densité
deZ,.

(a) Exprimer pour tout t € R, G, (t) en fonction de F(t).
(b) Etablir I'existence de E (Z,,).

+00
(c) Pour n =2, montrer que: E(Z,) —E(Z;,-1) = f (F(t))”_l(l —F(1)dzt.
0

(d) Soit m > 0. On suppose que X suit la loi exponentielle de parametre m. Calculer E(Z,). Donner un
équivalent de E (Z,) lorsque 7 tend vers +oo.



Corrigé

+00
1. (a) Justifier la convergence de I'intégrale f tf(ndt.
0

+00

Xadmet une espérance donc f
—00

+00
tf () dt converge absolument ; donc converge ; et donc f tf(nde
0

converge aussi.

+00
(b) Montrer: Vx=0, f tf(f)dt = x(1-F(x)) =0.

X

V t = x on a en multipliant par f(#) =0: tf(£) = xf(¢) ; soit en intégrant sur [x, +ool :

+00 +oo
f tf(t)dt;f xf(de
X X

+oo

(on vient de voir que f tf(t)dt converge ; et f
intégrale de la densité).x *

Or:

+00 +00
xf(Hdt=x f(©)dt converge comme
X

+00 +00
f xf(t)dt:xf f)dt=xPX>x)=1-F(x)
X X

ce qui donne la premiére inégalité.
x =0 et F(x) <1 (fonction de répartition), donc x(1 — F(x)) = 0.

(c) En déduire que xliIwa(l —F(x)=0.

+00
On vise un théoreme des gendarmes : montrons que liIP ( f tf () dt).
X—+00 x

C’est le cas car il s’agit du «reste » d'une intégrale convergente (mais ceci est a redémontrer) : si on
fixea>0,ona

+00o +00 X Yt +oo +00
f tf(t)dtzf tf(t)dt—f tf(de —= tf(t)dt—f tf(Hde=0
X

a a a a

Le théoreme des gendarmes s’applique donc a 'encadrement de 1b, et on conclut :

lim x(1-F(x) =0
X—+00
+00
2. Montrer al'aide d'une intégration par parties que : E(X) = f (1-F(p)dt.
0
Soit A> 0. f étant continue sur R, Fy est €! et F' = f. X étant a valeurs positives, f est nulle sur R_ et

+00
EX) =f tf()dt
0

On procede a I'IPP avec ¢ — F(#) — 1 comme primitive de f (ASTUCE!!) et t — 1 comme dérivée de t — t.
On a alors

A A A
f tf(pde= [t(F(t)— 1)] —f (B(H) - D) dt
0 0 Jo
A A
f tf(t)dtzA(F(A)—1)+f (1-F(#))dt
0 0
Alalimite A — +oo dans cette derniére expression :

A +00

-f tf(t)dt—»f tf()dr=EX)
0 0

e A(F(A)-1) —0d’apres 1c;



+00
ce qui montre que I'intégrale f (1 -F(¢))dt converge, et que
0

+00
f (1-F())dt=EX)
0

3. On considére maintenant (X,,),cn+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que
X.
Pour tout n € N*, on note Z,, = max (X;,Xa,...,X,), G, lafonction de répartition de Z, et g;, une densité
deZ,.

(a) Exprimer pour tout f € R, G, (?) en fonction de F(7).

G;,, = F" vu 10000 fois.
(b) Etablir Pexistencede[E (Z,,).

On commence par obtenir une densité de Z,,. F est €' de dérivée f, donc en dérivant G, : t —
(F(1))" est également € : Z,, est 4 densité.
En dérivant :

VieR, G () = nF' (H(E@))" ™ = nf(H)(E)"!

On examine donc la convergence de

f oomf(t)(F(t))"‘ldr
0

(on integre sur R, car les variables sont positives).
La fonction a intégrer est continue sur R, et on a

ntf(OEO)"" ~ ntfo)

car F(£)"~! — 1 (fonction de répartition !).
+00

+00
tf (1) dt converge, donc par comparaison de fonctions positives, f ntf(6)(E)" ' dt con-
0 0
verge. Z, admet donc une espérance.

+00
(c) Pour n =2, montrer que: E(Z,)—-E(Z,-1) = / F)" 11 -F()dt.
0
La question 2 montre que
+00 +oo
E(Zy) =f0 (I_Gn(t))dt:/(; (1-(F)™dt
d’ol1 assez rapidement et par linéarité de I'intégrale :
+00
E(Zp) -E(Zp-1) = fo (F()" 1 -F(n)dr

(d) Soit m > 0. On suppose que X suit la loi exponentielle de parameétre m. Calculer E (Z,,).
Donner un équivalent de [ (Z,,) lorsque n tend vers +oo.

En utilisant I'expression de F valable sur Ry :

+00
Vik=2, E(Z;)—EZr_1) :f (1—e Myk-le=mi gy
0

k-1

et on reconnait une expression de la forme v’ x 4~ : avecA=0:

A 1 A
f (1_e—mt))k—le—mtdt:__[(l_e—mt)k]
0 km 0
1 1

= (1-a-emh) A



1
douVk=2 EZy)—E(Zr_1) = —.
km

En sommant pour k = 2..n et avec un téléscopage :

Vnz2 E(Z,)-E(Z))=

1
Or Z; =X, suitlaloi &(m) donc E(Z;) = — ; de sorte que
m

n
Il est + classique que Z

1
1k

~

Vn=z2 EZ,) =

1 1
m m

E(Zy) =

1
m

» I

ln(n) ; finalement

EZn) ~

n—+oo

In(n)
m

>

k=2

1
m =

1=

| =



