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Ce probleme comporte trois parties relativement indépendantes.

Dans la premiére partie on étudie les lois log-normales. On s’intéresse dans la partie II a une modélisation
du cours d'une action appelée modele binomial ou de Cox-Ross-Rubinstein et a son comportement asymp-
totique. Dans la troisieme partie, on établit la formule de Black et Scholes, pour le prix d'une option dans le
modele limite obtenu dans la partie II.

Notations et définitions

¢ Les variables aléatoires qui interviennent dans ce probleme sont toutes définies sur le méme espace
probabilisé (Q, o/, P).

¢ On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

¢ Onnote respectivement E(X) et V(X) 'espérance et la variance d'une variable aléatoire X, lorsque celles-ci
existent.

Soit m un réel et o un réel strictement positif.
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi log-normale de parameétres (m,o?) si X est a valeurs
strictement positives et si In(X) suit la loi normale de parametres (1, 02). On écrit alors X — LN(m, 02).

Partie I - Quelques propriétés des lois log-normales

On note dans cette partie m un réel et o un réel strictement positif.
Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi log-normale de parametres (m, o2).
On pourra dans la suite utiliser la variable aléatoire Y = In(X).

1. Soient a et b deuxréels, a étant différent de 0. On rappelle que si U est une variable aléatoire qui suit une
loi normale de parametres (m, 02), alors aU + b suit aussi une loi normale.

Quels en sont les parametres ?

2. Casouum=0.

On suppose dans cette question 2 que X — LN(0, 52).

(a) Espérance.

1 +00 1 2
i. Montrer que, sous réserve d’existence de cette espérance, E(X) = f exp (— - (y_2 -2 y)) dy.
oV2n J-o0 2\o

ii. En utilisant le changement de variable ¢ = % — o, montrer I'existence de E(X) et montrer que
EX)=e"".
(b) Variance.
i. Soitaunréel non nul. Montrer que X* suit une loi log-normale dont on précisera les parametres.
ii. En déduire que X admet une variance et que V(X) = e (e°2 - 1).

(¢) Densité.
Exprimer la fonction de répartition F de X en fonction de ® .
En déduire que X est une variable aléatoire a densité et que la fonction définie par
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est une densité de probabilité de X.



3. Onreprend le cas général : X — LN(m, a?).
(a) Soit p un réel strictement positif.
Montrer que pX suit une loi log-normale de parametres (m +In(p), 02).

(b) Justifier I'existence de E(X), de V(X), et établir :

2 2

EX)=e™7 et VX) =X (ef

-1).

4. Soit n un entier naturel non nul.
On cherche, al'aide de tirages de X, a estimer les parameétres m et o2,
On considere donc (X, ..., X2,), 2n variables aléatoires indépendantes suivant la loi log-normale de parametres

(m,c?). On pose
X1 X ... xXy,

Zy=X1 x...xX et Ty=———"——.
n 1 2n n X1 X oo X Xon

1
(a) Montrer que E (2— ln(Zn)) =m.
n

(b) Montrer que E (% (ln(Tn))z) =02,

Partie II - Le modeéle binomial de Cox-Ross-Rubinstein

Soit n un entier naturel non nul.
On souhaite modéliser I'évolution du cours d’'une action entre les dates 0 et ¢ fixé, strictement positif. On

L . . X kt
suppose qu'initialement ce cours est Sg , = 1 et si 'on note Sy, la valeur aléatoire de ce cours a la date —,
n
ke{1,..,n}, onalarelation :

v
Sion=Sk_1n X (1 +Ey —Yk), olt
n vn
¢ pestune constante réelle strictement positive liée au rendement moyen de I'action sur une durée égale a ¢ ;

¢ vy est une constante réelle strictement positive appelée volatilité de 'action sur la durée ¢ ;

* (Yi)ken+ est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur { - 1,1}

1
(autrement dit, P(Yy = 1) =P(Yr=-1) = E)'

v
On suppose que n est assez grand pour que 1 + E_ 7 5o
n vn

On admet que Sg y, ..., Sy, sont des variables aléatoires discretes.
On note C,, la variable aléatoire S, ,, qui modélise le cours de I'action a I'instant z.

5. (a) CalculerI'espérance et la variance commune aux Y.

n
. SERTIP H v
b i. Montrer I'égalité : C,, = 1+—+—Y¢|.
® galite < Co = 1115+ 7 ")
11 n vl 2 yz n u 2n
ii. EndéduirequeE(Cn):(l+—) etV(Cn)z((1+—) +—) —(1+—) .
n n n n
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(c) Déterminer lim E(C,) et montrer que lim V(C,) = e?* (e” - 1).
n—+oo n—+oo
Déterminer les parametres de la loi log-normale ayant pour espérance la premiére limite et pour
variance la seconde.

6. Simulation de la variable aléatoire C,,.

(a) Quelles sont les valeurs que peut prendre |'expression Python :

2*rd.randint (0,2) -1

(b) Dans la déclaration de fonction qui suit, remplacer les ... par des expressions Python pour que la
fonction ainsi déclarée simule la variable aléatoire C,,.



def C(n,mu,v):
c = .
for k :
C =C x*
return C

7. (a) Expliciter un couple de réels (ay, b,) tel que :

u v
Vkell,nl, In|l+—+—Yi|=a, +b,Y.
[1,n] ( n \/ﬁk) n+bpYi

n
(b) Endéduire que In(C,) = na, +b, Y_ Y.
k=1

, 1
(c) Etablirla convergence en loi, quand n tend vers +oo, de 7 (Y1 +---+Yy,) vers une variable suivant
n

la loi normale centrée réduite. On énoncera précisément le théoréeme utilisé.

8. (a) Rappeler le développement limité a I'ordre 2 de la fonction x — In(1 + x) au voisinage de 0.

(b) Déterminer les développements limités a I'ordre 2 au voisinage de 0 des fonctions
x—In(l + vx+px?) et x — In(1 — vx + px?).
)
(c) Montrerque : lim na,=p— —et lim Vnb, =v.
n—+oo 2 n—+oo
En déduire que b, est strictement positif a partir d'un certain rang.
On suppose dans la suite que cette condition est réalisée.

1
9. On note Fj, la fonction de répartition de T (Y1 +---+Y,) et G, la fonction de répartition de In(C,,).
n

l)2

x—p+7

Soit x un réel. On pose y =
v
(a) Soit € un réel strictement positif.

i. Etablir 'existence d’un réel n strictement positif tel que
€ €
@(y)—g SO(y-nsoy+n<e®(y)+ PR

ii. Montrer qu’il existe un entier naturel n; tel que, pour tout n = n; :

y-ns T ey iy
Vnby, '

iii. Montrer qu'il existe un entier naturel n, tel que, pour tout n = ny :

€ €
Fnly+m <@y+n+7 et Fply-m=0(y-n-2.

. X - nay
iv. Montrer que G,(x) =F, (

vnby

), et en déduire que, pour n assez grand, on a :

X c.

x—p—ir%2
Gu(x) - —=

(b) En conclure que la suite de variables aléatoires (ln(Cn))n>1 converge en loi vers une variable aléa-
toire suivant une loi normale dont on précisera les parametres.

10. Démontrer que (C,),»1 converge en loi vers une variable aléatoire de loi log-normale de parametres

2
)



Partie III - La formule de Black et Scholes

Soit £ un réel strictement positif.
Ala date 0, un investisseur achéte sur un marché une option sur une action dont la date d’échéance est ¢ et le
prix d’exercice K, un réel strictement positif.

¢ Sialadate ¢, le cours C de'action est supérieur ou égal a K, il peut acheter I'action au prixK et la revendre
au prix C;

e dans le cas contraire, son option n’a plus de valeur a la date .

Le but de cette partie est de donner une valeur raisonnable au prix d’achat de I'option, que I'’on note m.
On fait les hypotheses suivantes :
* On choisit comme unité le cours de I'action a la date 0 c’est-a-dire qu’a cet instant le cours de I'action
vaut 1.

* Lecoursdel’action aladate ¢ est une variable aléatoire C qui suit une loilog-normale de parametres (1, v3).

* On suppose qu’il existe sur le marché un actif non risqué dont le taux de rentabilité entre les dates 0 et ¢
vaut e’ — 1, ol r est un réel strictement positif.

* On définit la fonction f sur R par, pour tout x réel, f(x) = max(0, x).

11. (a) Justifier que la valeur de 'option a la date ¢ est f(C —K).

(b) Siaulieu d’acheter I'option, 'investisseur avait placé a la date 0 son prix d’achat ng sur 'actif non
risqué, quelle serait la valeur de son placement a la date ¢ ?

(c) En déduire qu'il convient de poser nx = e "E (f(C —K)) sil'on veut que ces deux stratégies aient la
méme rentabilité moyenne.

Dans les questions suivantes, c’est cette valeur de nx que l'on utilise.

12. (a) Montrer que f est continue sur R.
(b) Etablir I'existence de E(f(C—K)) et I'égalité

1 [ (x—m)?
E(f(C-K)) = f (e*-K)ex (——)dx
! vv21 JIn® P 202
13. (a) Montrer |'égalité :
2

v? + m—-In(K) o (m—In(K)
Terexp(m—r+7 @(—)—Ke Q)(—)

v v
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(b) On suppose que m =r — U?, ce qui signifie que le rendement moyen de I'action et de I'actif non
risqué sont identiques.
Etablir la formule de Black-Scholes :
r—In(K) N 2) _Ke_rq)(r—ln(K) B 3) ‘

=0
7K ( v 2

14. Dans la pratique, le prix de 'option est fixé par le marché et vaut x, ou x est un réel strictement positif.
On pose 0 = r —In(K), de sorte que le prix d’échéance vaut K = exp(r — 0).
On appelle alors volatilité implicite de I’action, tout réel positif v, s’il en existe, tel que :

0 v) _0 (6 1/)
—+- |- 0| =——|.
v o2 v 2

x=

0 0
On définit alors la fonction ¥ : v — @ (— + g) —e % (— - g) sur ]0, +ool.
v v

(a) Montrer que ¥ est de classe %6 sur |0, +oo[ et que pour tout v >0,
¥ (v) = L ex (_1(9+v
- P v 2

o))

Dresser le tableau de variations de W en y faisant figurer les limites en 0 et en +oo.

On distinguera les cas 0 >0 et 0 <0.



(b) Déterminer pour quelles valeurs de x il existe une volatilité implicite et prouver alors qu’elle est
unique.
En conclure finalement que I'on peut définir /a volatilité implicite si et seulement si :

f(l—efe)<x<1.



