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Ce probleme comporte trois parties relativement indépendantes.

Dans la premiére partie on étudie les lois log-normales. On s’intéresse dans la partie IT a une modélisation
du cours d’'une action appelée modele binomial ou de Cox-Ross-Rubinstein et a son comportement asymp-
totique. Dans la troisieme partie, on établit la formule de Black et Scholes, pour le prix d'une option dans le
modele limite obtenu dans la partie II.

Notations et définitions

¢ Les variables aléatoires qui interviennent dans ce probléme sont toutes définies sur le méme espace
probabilisé (Q, o/, P).

* Onnote @ la fonction de répartition de laloi normale centrée réduite.

¢ On note respectivement E(X) et V(X) 'espérance et la variance d’une variable aléatoire X, lorsque
celles-ci existent.

Soit 7 un réel et o un réel strictement positif.
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi log-normale de paramétres (1, 0?) si X est a valeurs
strictement positives et si In(X) suit la loi normale de parametres (12, 52). On écrit alors
X — LN(m,c?).

Partie I - Quelques propriétés des lois log-normales

On note dans cette partie 72 un réel et o un réel strictement positif.
Soit X une variable aléatoire réelle suivant la loi log-normale de paramétres (m, 0?2).
On pourra dans la suite utiliser la variable aléatoire Y = In(X).

1. Soient a et b deux réels, a étant différent de 0. On rappelle que si U est une variable aléatoire qui suit
une loi normale de paramétres (11, 52), alors aU + b suit aussi une loi normale.
Quels en sont les parametres ?

Cours! aU+b— A (am+ b, a*c?).

2. Casoitm =0.
On suppose dans cette question 2 que X — LN(0, 62).

(a) Espérance.

1 +00 1 2
i. Montrer que, sous réserve d’existence de cette espérance, E(X) = 5 [ exp (— > (y—2 -2 y)) dy.
oV2n J-co o

On a In(X) — A4(0,02) ; si on note Y = In(X) on cherche alors EX) = E(eY) et on consideére

lintégrale
exp|—--|=-2y||d
oV2n J-c P 2\0? Y y

qui d’apres le théoréme de transfert vaudra bien E(X) en cas de cv. absolue.

+00 1 +00 2 o
-0 OV271 J-c0

ii. En utilisant le changement de variable ¢ = y_ o, montrer 'existence de E(X) et montrer que
o

E(X) = e,



Le changement est affine donc s’opére directement sur I'intégrale impropre (toujours sous
réserve de cv).
Onay=ot+o0,dy=adr;les bornes sont inchangées ; et

1(y? 1 2 2
exp (—5 (? —Zy)) = exp (_E ((o+1°-2(ct+0 )))
= exp (—% (£ - 02)))
_ o112 0?12
d’ot1 avec le changement de variable

1 f“’o ( 1()’2 )) 1 f+°° —212 o2/2
exp|l-= |5 —2y||dy= e e’ codt
gv2m J-c0 P 2\g? Yy ov2n J-c0

2 1 too o,
:e()'/z et/zdt

V21 J-c0

On reconnait I'intégrale de la densité usuelle de la loi normale centrée réduite, qui converge et
vaut 1 ; donc E(X) existe, et )
E(X) = /2
(b) Variance.

i. Soit o unréel non nul. Montrer que X® suit une loilog-normale dont on précisera les parametres.

X suit LN (0,62) donc In(X) — A4/(0,5?).
Mais dans ce cas, In(X%) = aln(X) suit .4 (0,a’>c?) par propriété de la loi normale ; et donc par
définition X* suit LN (0,a?0?).

ii. En déduire que X admet une variance et que V(X) = e (e"z - 1) .

Notamment pour & = 2 : X*> — LN (0,40?) donc d’aprés la question précédente, E (X?) existe

(donc X admet une variance), et ,

E(XZ) _ A0tz _ 20

etdonc par KH :

V(X) = E(X2) - E(X)% = £20% _ (802/2)2
— 620 —e°
2 2
=V(X) = e° (e" - 1)
(c) Densité.

Exprimer la fonction de répartition F de X en fonction de @ .
En déduire que X est une variable aléatoire a densité et que la fonction définie par

L (_ (In(x)*
*P 202

) six>0
xXoV2m

0 six<0

est une densité de probabilité de X.

Soit X — LN (0,02).
Par définition, X est donc a valeurs > 0, d’ou:
Vx<0,F(x)=0

Soit x > 0 : on a cette fois F(x) = P(X < x) = P(In(X) < In(x)) (stricte croissance de In ) et on sait que

In(X
In(X) — A (0,02); donc o2 . 4(0,1). On en déduit

Fx)=P <
g o

(ln(X) ln(x)) —® (ln(x))
o



0six<0
In(x)) .
Qf——|six>0
o
F est donc €' sur R* comme composée de telles fonctions ; de plus

Finalement: F(x)= {

. . In(x) .
FO)= lim F(x) =0 et lim | ——|= lim ®(y)=0
x—0- x—0+ o y——o0
——00

donc F est continue en 0, et X est bien a densité.
En dérivant F sur R*, et en posant f(0) =0, on obtient la densité :

fx)=0six<0
1 ,(lnx) .
=—@ (—|six>0
X0 o)

1
or®'(1) = \/? e 12 (densité usuelle de .4(0, 1)) Finalement une densité de X est donnée par :
P

0 six<O
flo)= 1 ( (ln(x))z) .
exp|— six>0

XoV2m 20?2

3. Onreprend le cas général : X — LN(m, a?).

(a) Soit p un réel strictement positif.
Montrer que pX suit une loi log-normale de parametres (m +In(p), 02).

In(X) — A" (m, 0?) par hypothese.
In(pX) = In(w) +In(X), donc d’apres les propriétés de A : In(uX) — A (m +In(p), 0?)
et X suit bien une loi LN de paramétres (m +Inp, o?).

(b) Justifier I'existence de E(X), de V(X), et établir :

2

EX)=e”7 et VX) =& (ef

2

-1).

On cherche a utiliser ce qui précede, donc a se ramener a une variable d’espérance nulle.
Soit donc ptq m+In(p) =0; donc p=e="™.
e”™X — LN (0,0?) donc avec la lin. de I'esp.

E(e"X) = e° 2 = ¢ E(X)

donc EX) = eM+o’i2,

et de méme
V(e™X)=e” (e ~1) = e V(X
donc V(X) = e2+0” (e"z - 1).

4. Soit n un entier naturel non nul.
On cherche, a 'aide de tirages de X, a estimer les paramétres m et 2.
On considére donc (X,...,X2,), 2n variables aléatoires indépendantes suivant la loi log-normale de
parametres (m,52). On pose

Xy X XXy

Zy=X1 %x..xX et Tp=6————.
n 1 2n n Xn+lx---XX2n

1
(a) Montrer que E (Eln(zn)) =m.

Pour tout n € N* :

1 1 2n 1 2n
—1In(Z,)=—1 Xi|l=—) InX;
o n(Zy) on n l:l_ll i 21’1; n (X;)




Comme X; — LN (m,0?), In(X;) — A4 (m,0?) donc
Vie[l,2n], EIn(X;))=m

et par linéarité de 'espérance
1 128
E(%ln(zn)) = %;mz m
(b) Montrer que E (% (ln(T,,))Z) =02,

C’est le méme principe :
2

n
— 1. X;
E( 1 (ln(Tn))Z):iE((zlz—ll
2n

2n [, X
1
=—E ((ln
2n il

n
[1Xi
i=1

2

2n
—h’l( l_[ Xl'

i=n+1

2

1 n 2 n 2n 2n
=—(E((Zln(Xi) —ZE((ZlnXi Y InX; +E(( Y In(Xy)
2n i=1 i=1 i=n+l i=n+1

OnnoteY; =In(X;) — A (m,0?)
Les Y; sont indépendantes par lemme des coalitions ; et pas stabilité de la loi normale :

n
Z1 =Y InX;) — AN (nm,no?)
i=1
2n
Zy= )Y In(x) — A (nm, n02)

i=n+1

1 1
E (E (In (Tn))z) =5-(E (Z3) - 2E(Z1Z2) +E(Z3))
- % (V(Z) +E(Z1)* - 2E(Z1) E(Z2) +V(Z2) + E(Z2)°) 71,7, indép (encore coalitions)

1
= —(V(Z1) +V(Z) + (E(Z1) —E(Z2))%)
2n ————

=0

1
=— V(Z1)+V(Zy)
2n

_ 1 2y _ 2
—zn(Zno)—o

Partie II - Le modele binomial de Cox-Ross-Rubinstein
Soit 7 un entier naturel non nul.
On souhaite modéliser I'évolution du cours d’'une action entre les dates 0 et ¢ fixé, strictement positif. On
s, . . kt
suppose qu'initialement ce cours est Sy ;, = 1 et si 'on note S , la valeur aléatoire de ce cours a la date —,
n
ke{l1,..,n}, onalarelation:

v
Sk,HZSk_l,nX(l+E+—Yk), ol
n

Vvn

* 1 est une constante réelle strictement positive liée au rendement moyen de P'action sur une durée
égalear;

* v est une constante réelle strictement positive appelée volatilité de I'action sur la durée ¢ ;

* (Yi)ren+ est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur { -1, 1}

1
(autrement dit, P(Y, = 1) =P(Y =-1) = z),



v
On suppose que 7 est assez grand pour que 1 + L
n

Vvn

On admet que Sy 5, ..., S5, , sont des variables aléatoires discreétes.
On note C,, la variable aléatoire S, ,,, qui modélise le cours de I'action a I'instant ¢.

5. (a) CalculerI'espérance et la variance commune aux Y.

1 1
EY ) =1x-+(-1)x==0
(Yi) > (=1 2
Yi est constante égale a 1 ; donc
V(Y) =E(YP) —E(Yp)*=1-0=1

n
. PRI M ov
(b) i. Montrer I'égalité : C, = (1 +—+ —Yk).
" IEI n o vn
Soit n € N* fixé.
On montre par récurrence sur k € [0, n] :

k
(VIR
Skn= 1+—+—Y
k,n ;—1_11( n \/ﬁ l)
0
(avec la convention H [..]=1).
i=1
1 i H )
La propriété est vraie pour k =0avec Sy, =1;etsionaSy , = l_[ 1+ o + TYi) avec k€ [0,n—1],
i=1 n
alors
k(o u pow
S = 1+=+ Y; 1+—+—=Y
k+1,n z—l_[l( n v z) X( nvn k+1)
k+1
7
= 1+ —+—=Y
[
ce qui établit I'hérédité et la propriété souhaitée.
Enfin, on a
Cnp=S lﬂ[(1+p+ v Y)
n n,n i \/ﬁ 1
1 n 11 2 y2 n v 2n
i, EndéduirequeE(Cn):(1+—) etV(Cp) = (1+—) +—) —(1+—) .
n n n n

v
Par indépendance des Y, et lemme des coalitions, les variables (1 + % + ?Yn) sont indépen-
n

dantes. On a donc

n u v
E(C,) = 1+ —+—Y
(Cn) Ig(+n+ﬁk)

n n v
= 1+-+—E
,El PRV AL
=0



Ensuite:

et enfin

(c) Déterminer nlirP E(C,,) et montrer que nlirp V(C,) = e** (e” g 1).
—+00 —+00
Déterminer les parameétres de laloi log-normale ayant pour espérance la premiére limite et pour
variance la seconde.

n n—to0
p) —— et ; donc

Classique (a redémontrer): (1 + =
n
lim E(C,) =e"

n—+oo

De méme:

V1 2n
lim (1 + —)
n—+oo n n—+oo

Enfin, de maniere similaire :

2 )" 2u 2 2\ -
(1+E) +—) :exp(nln(1+—”+—+p—2)) Hobeo, 2wt
n n n n n

ce qui donne
2 n
v 2 2n
lim V(C,) = lim (—+(1+E) ) —(1+E)
n—+oo n—+oo\ n n n
— e2p+1/2 _ eZp

=% (6”2 - 1)

Or on a vu que si X — LN(m, 6?) alors :

2

EX)=e”™7 et VX) =X (ef

2

-1).
G2
On cherche donc m et o2 tels que m + 5 = u, et v? = o2

2
v . .
Donco?=v*, m=p- - et la loi recherchée est

’

(a) Quelles sont les valeurs que peut prendre 'expression Python :

2*rd.randint (0,2) -1




randint (0,2) renvoie un entier de {0, 1} équiréparti ; donc 2*rd.randint (0,2)-1 renvoie 1 ou
—1 de manieére équiprobable.
C’est donc un outil permettant de simuler un tirage aléatoire de Y.

(b) Dans la déclaration de fonction qui suit, remplacer les ... par des expressions Python pour que la
fonction ainsi déclarée simule la variable aléatoire C,,.

def C(n,mu,v):
c =1
for k in range(n)
C =C * (1+mu/n + v/np.sqrt(n)*(2*xrd.randint (0,2)-1))
return C

) ’ \/— k n nlk -

11 faut se rappeler que Y, vaut 1 ou —1.
On cherche donc a;, et by, tels que :

anzl(ln 1+E+L)+ln(1+ﬂ—i)) et bnzl(ln(1+ﬂ+i)—ln(1+g—i))
2 n n 2 n n

N

n
(b) En déduire que In(C;,) = na, + b;, Z Yi.

k=1
Avec 7a et 5(b)i:
n i v
In(Cp) = In|l1+—+—Y
n(Cp) kXZ:I n( N \/ﬁ k)
n
= Z (an+bnYi)

k

Il
—

n
In(C,) =na, + b, Z Yr endécoupantla somme
k=1

. 1
(c) Etablirla convergence en loi, quand 7 tend vers +oco, de — (Y +--- +Y,,) vers laloi normale cen-
n

trée réduite. On énoncera précisément le théoréeme utilisé.

C’est clairement le TCL... donc il faut obtenir les moyennes centrés réduites Y,

T - . V(Y 1
Y, =— ) Y apourespérance E(Y,) =0 et pour variance =—.
k=1 n n
V.-EY) v
D’olien normalisant: Y;, = ——= = =y/nyY,
— 1
V(Yn) 7
On trouve finalement : ;
, 1
Y =— ) Y
k=1




8. (a) Rappeler le développement limité a 'ordre 2 de la fonction x — In(1 + x) au voisinage de 0.

x? )
ln(1+x)=x—?+0(x )

(b) Déterminer les développements limités a Pordre 2 au voisinage de 0 des fonctions x — In(1 + vx + px?)
et x— In(l - vx+px?).

On en déduit

1
In(1+ vx+px?) = (vx+ px?) - = (vx+ pad)’ + o(x%)
—— 2
—0
1
= vx+px — > v?x? + [ termes o (x?)]
2

= vx+(p—? x*+o0(x?%)

et en remplacant v par —v (petite astuce pour gagner du temps!) :

2
In(1-vx+ px?) =—Vx+(p—%)x2+o(x2)

2
v
(c) Montrer que : lim na,=p——et lim Vnb, =v.
n—+oo 2 n—+oo
En déduire que b, est strictement positif a partir d'un certain rang.
On suppose dans la suite que cette condition est réalisée.

1
On utilise ces DLs dans les expressions de a, et b,, avec x= — —0:

S

nan=g(ln(1+%+%)+ln(l+%—%))
_n( v +( v L, (1) v, u2)1+0(1))
“2\vn DY n) vn Y n
33w 7 )<l
2\n H 2 n
2
=pu-—+o(1)
d’ou
V2
nllm nan—p—7
n VI [V
by=—|n|l+=4+—|-In|1+=-—
Vb Z(H( n\/ﬁ)n n\/ﬁ))
e o e e R e M e e )
2 \yn T n NG Y n
n(Zv 1))
=—|—=+0|—
2 n n
(1
=v+o|—
n
d’ou
lim vnb,=v

n—+oo

A partir d'un certain rang, v/nby, >0 (car tend vers v > 0) donc b, > 0.

1
9. On note F,, la fonction de répartition de 7 (Y1 +---+Y,) et G, la fonction de répartition de In(C,,).
n
X—p+ 5
Soit x un réel. On pose y = .
v



(a) Soit € un réel strictement positif.

i

ii.

iii.

iv. Montrer que G, (x) =F, (

Etablir Pexistence d’un réel n) strictement positif tel que

q)(y)—g sfb(y—n)stl)(y+r])<(l)(y)+§.

lin(1)<1>(y + z) = ®(y) par continuité de ® ; donc par n > 0 assez petit, on a
27—

d>(y)—§sd>(y—n)sd>(y)+§

et
€ €
O(y) - 3 SO(y+n) <Oy + 3

De plus, ® étant croissante, et >0, on a aussi

y-n<ey+n

Montrer qu'il existe un entier naturel 7; tel que, pour tout n = n; :

Avec les limites de 8c:

2
lim x—nan_x_(“_l}?)_
n—+oo \/nb, B v R4

d’ol1 par définition de la limite : il existe n; tq

Montrer qu'il existe un entier naturel 7, tel que, pour tout n = n, :
E €
Fp(y+m <®(y+m+- et Faly-m=>0(y-m-.

1 n
F, estla fonction de répartition de — »_ Y; Z (0,1) donc par définition dela cvenloi:
n =1

VxeR, lim F,(x)=®(x)
n—+oo

Toujours par définition de la limite 7 — +oco (aux points y + 1)
AmyeN, Vnzm;, Fp(y+n)<d(y+n)+ S

ImeN, Vn=my Fn(y—n)2®(y—n)+§

en posant ny = max(mj, mp) on assure que pour n = ny, les deux inégalités ci-dessus sont si-
multanément vérifiées.

X—nay

vnby

), et en déduire que, pour 7 assez grand, on a :

U2
x—p+7 <e
v

Gu(x)—®

X c.




n
G,(x)=P(n(C,) <x)= P(nan +bp Y Yp<x
k=1

1 X—nay .
P Yi< 5 (avec by, > 0 par hypothese )
k=1 n

1 & X—nay
=IP(— Yks—)

nng’l \/ﬁbn
X—nay

vnbp

Gu(x) =F,

—

1
carF, estlafoncrép.de — ) Y
) n p N Z k

On enchaine ensuite nos inégalités :
(en supposantn=njetn=ny)

X—napy .
Gn(x)an( NG )an(y+n) (croissance de Fj;)
<<I>(y+n)+§<<1>(y)+s
G, (%) :Fn(x—nban) >F,(y—1n) (croissance de F,)
nop

€
><I>(y—n)—5 =d0(y)—¢
Finalement ®(y) —€ < G,,(x) < ®(y) +¢ et on a donc bien |G, (x) - ®(y)| <e.

xX—p+v?/2
v

eton a bien le résultat avec y =

(b) En conclure que la suite de variables aléatoires (In(Cy)), ., converge en loi vers une variable aléa-

toire suivant une loi normale dont on précisera les parametres.

On vient de voir

2
X—pu+%
lim Gp(x)=® #)
n—-+oo v
xopr s
et x — ® | ——= | est la fonction de rép. de... quelle loi normale ?
v

— M _¥(0,1). donc

SiZ— A (m,o?), on sait que

Z-m x-—-m XxX—-m
Vi, Fr(x) =P(Z<x) =P < :q>( )
(o) o (o)

V2

. . . X—pu+5
Dong, par identification, x — ® | ———=

2
) est la fonction de répartition de la loi A (p - %, vz).

Conclusion : (In(Cp)),., converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi normale de

2
N [
parametres (p —5v )

10. Démontrer que (C,),>; converge en loi vers une variable aléatoire de loi log-normale de parametres

2
L)
(” 2’”)'

Ce n'est pas immédiat ! Examinons liIP P(C, < x).
n—+o0o
Six<0onadéaP(C, < x)=0—0car C, est avaleurs > 0.

Soit maintenant x > 0. On a

lim P(C, <x)= lim P(In(C,) <In(x))
n—+oo n—+oo

2
=P(N <In(x)) oth‘—n/V(p— % vz)

10



OrsiX;»LN(p— V;, v2) :Fx(x)=0pourx<0;etsix>0:
PX < x) =P(InX) <In(x))

2
=P <In(x)) carN=InX) suitﬂ(p— %, v2)

On voit donc que pour tout réel x, nlir}} P(C, <x)=PX<x);etonabien CniX.
—+00

Partie III - La formule de Black et Scholes

Soit 7 un réel strictement positif.
Ala date 0, un investisseur achéte sur un marché une option sur une action dont la date d’échéance est ¢ et
le prix d’exercice K, un réel strictement positif.

* Si a la date ¢, le cours C de I'action est supérieur ou égal a K, il peut acheter I'action au prix K et la
revendre au prix C;

* dans le cas contraire, son option n’a plus de valeur a la date .

Le but de cette partie est de donner une valeur raisonnable au prix d’achat de 'option, que I'on note .
On fait les hypothéses suivantes :

¢ On choisit comme unité le cours de action a la date 0 c’est-a-dire qu’a cet instant le cours de I'action
vaut 1.

* Lecoursdel’action aladate ¢ est une variable aléatoire C qui suit une loi log-normale de parameétres (m, v2).

¢ On suppose qu’il existe sur le marché un actif non risqué dont le taux de rentabilité entre les dates 0 et
tvaut e’ — 1, ol1 r est un réel strictement positif.

* On définit la fonction f sur R par, pour tout x réel, f(x) = max(0, x).

11. (a) Justifier que la valeur de 'option a la date ¢ est f(C —K).
f(x) vautdonc xsi x =0, et 0si x <0.
D’apres le modele exposé :

¢ SiC=K (ie. C—K=0) on achéte a K et on revend a C, donc on empoche C —K : la valeur de
I'option est C — K.
¢ SiC <K (ie. C—K < 0) I'option vaut 0.

On voit dans les deux cas que la valeur de I'option est f(C —K).

(b) Siaulieud’acheter I'option, 'investisseur avait placé ala date 0 son prix d’achat nig sur I'actif non
risqué, quel serait la valeur de son placement a la date ¢ ?

Le placement du bon pére de famille au prix ng rapporte g (¢” — 1) d’apres le taux de rentabilité.

(c) En déduire qu'il convient de poser nix = e "E(f(C — K)) si I'on veut que ces deux stratégies aient
la méme rentabilité moyenne.

... et'option vaut en moyenne E(f(C —K)) ; donc rapporte E(f(C —K)) — nx
On a la méme rentabilité moyenne ssi

ik (e" - 1) =E(f(C-K)) —ng © nge” =E(f(C-K))
o ng=e "E(f(C-K)

Dans les questions suivantes, c’est cette valeur de nx que Uon utilise.

11



12. (a) Montrer que [ est continue sur R.

{Osixso
f(x) =max(0,x) =

xsix=0

On voit immédiatement que f est continue sur R*, et que

lim f(x)=0=f(0) = lim f(x)
x—0~ x—0*

f est donc continue sur R.

(b) Etablir I'existence de E(f(C—K)) et égalité

1 +oo (x—m)?
E(f(C—K) = f Y_K (——)d .
(e ) vV2m ln(K)(e Jexp 202 .

Par th de transfert, etavec C — LN (m, v?) etdoncIn(C) — A (m, v*) , E(f (C—K)) existe ssi'intégrale
suivante existe :

+0o 1 _ (x—m]2

E(f(C—K)):E(f(eln(C)—K))=f (e -K)——e 2 dx

-0 2Ty

f(e*-K)=0oe*-K<0
<K

< x<In(K)

et si x > In(K) alors f(e* —K) = e* — K. Donc toujours sous réserve de cv on a en fait :

B(f(C—K)) = — fm( Ky S5H
— — e’ — e 2v X
V2nv? Jinw

La fonction a intégrer étant continue sur [In(K), +oo|, il suffit d’examiner la cv (absolue, mais tout
est positif) de cette intégrale.

Appelons donc Riemann !

2702
hm x2(ex_K)e (x—m)=/2v

X—+00
2 2
i o2 Cx=m)7 (x=m)7) _ )
_xlir&o X°exp (x 7 ) Kx exp( 5z |7 0 (croiss.comp.)

donc on a bien la cv et I'existence de cette espérance.

13. (a) Montrer I'égalité :

2
nKzexp(m—r+—

2 _ —
5 q;(”m—ln(K)) _Ke—fq)(w) .

v v

Alors la il faut vraiment s’énerver.

_r e’ too =m)?
Tk =e f(C—K))zﬁfl(K)(e -K)e 27 dx
ntv? Jin
e’ +oco 7(xfm)2 e 'K +o0o 7(xfm)2
= e’ 2?2 dx-— e 22 dx
vV 21 JInK) vV 21 JIn(K)

(les deux intégrales convergent séparément pour les mémes raisons que dans la question précé-
dente).
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On va laisser le e™" de cOté et traiter les deux 1ntegrales séparément.
La seconde est la plus «simple » : en posant u =

)

)
T dx = K—f 7*du
v\/27r fln(K) V2 JnKom

ln(K)
=KP (U = T)

In(K) —m
-[1-o(25=)
v
:K(D(m—ln(K))
v

ouU— A4(0,1)

avec 1l —®(x) = D(—x).

Pour la premiere il faut travailler sur le contenu de I'exponentielle : on « compléte le carré »

(x-m? 1
202 212
_ 1

——m(x —2(m+v¥)x+m? )

(2v%x— x* +2mx - m?)

=57 ((x = (m+ v*)? = (m+v*)? + m?)

Alors :

5 = f ( ! — ((x=(m+v?)* = (m+v*)* + m?)
vv21 Jink) \/_n G

dx
vv2
e ( L (m-+ 02— ) 1 ox (_M)dx
Pl2w? V21 Jnmo P 202
= ex (m+v2)>< ! f+oo ex] (—uz)dx avecu—x_(m+vz)
- &xp 2 V2n Jin=m=1? L - v
e ) r-o (20521
=exp|m+—|x|[1-0| ————
2 v
V2 m+ v? —1n(K)
=exp|m+ — x @ —

En rassemblant tous les morceaux :

2

v
m+—|x®d
2

m+ u2—1n(K))_K®(m—ln(K)))

ng=e " |exp
v v

v? m+ v? —In(K) o (m—In(K)
=exp(m+?—r) xd)(—)—Ke dD(—)

v v

et 1a on est quand méme assez contents.

2
v
On suppose que m = r — > ce qui signifie que le rendement moyen de 'action et de P'actif non
risqué sont identiques.
Etablir la formule de Black-Scholes :

nqu)(r_ln(K) +E)_Ke_rq)(r—ln(K) v)'

v 2 v _5

(b)

Dans le cas donné:

V2
eexplm-r+—|=1
p( 2)

. m+ v —In(K) B r+v72—ln(K) _r-InK) v

v v v 2
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, m-InK) _ r-% -In(K) _r=-In(K) v
v - v B v 2

et en injectant dans 13a:

(r—ln(K) v r—1n(K) v)
gK=®|———+

_)_Ke—rcp(—__
v 2 v 2

(Black-Scholes).

14. Dansla pratique, le prix de 'option est fixé par le marché et vaut x, o1 x est un réel strictement positif.
On pose O = r —In(K), de sorte que le prix d’échéance vaut K = exp(r —0).
On appelle alors volatilité implicite de action, tout réel positif v, il en existe, tel que :

0 v) 9 (9 v)
—+-|-e"0(--—|.
v 2 v 2

x=

On définit alors la fonction ¥ : v — ©

0 v) _0 (9 1/)
—+—|—-e " ®[———=]sur]0,+ool.
v o2 v o2

(a) Montrer que ¥ est de classe %1 sur 0, +oo| et que pour tout v > 0,

w'( )—L (_l(§+£)2)
v—\/ﬁexp 51373

Dresser le tableau de variations de V¥ en y faisant figurer les limites en 0 et en +oco.
On distinguerales cas 6 > 0 et 0 < 0.

0 v 0 v 0
(U v»—»(b(; +§) —e‘etb(; - E) est €1 sur R* car ® est €' surR, et v — s + 7 est bien définie et
€1 sur R%.

coror=(-5 s Nor(0 )-8 L[
’ v 2 v 2

et ®'(x) = \/#zfr[e"‘”2 (densité de .4 (0,1)) ; donc

0=[-S+1) L (_1(9+z)2)+—e(3+1); (_1(9_3)2)
viv= y22\/ﬁeXp2y2 eu22\/ﬁeXp2u2

Et on met encore les mains dans le cambouis :

v (p) = L
V)= ——

( e+1)e (1(92+e+v2
LR P v
N P72

B Yeel {502
2 o) (T2 4
et magie, les deux exponentielles sont égales !!
,(U)_LGX (_l(e_2+e+v_2))(_3+1+3+1)
v V2n P72 (12 4 v2 2 12 2
“meol3 (5]
VA WA VA

donc y/(v) > 0 sur R} comme exponentielle et W est strictement croissante sur R} .

1
On rappelle que lim ®(x)=0et lim ®(x)=1;et®0)=—.
X——00 X—+00 2

Faisons la distinction suggérée (le cas 0 = 0 est également a distinguer):

e pour6>0etv—0":

(u)—cb(e+v)—e*9cp(e—y) 1-e®
vivi= v 2 v 2
—— ——
—+00 —+00
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e pour@>0etv— +oo

0
WY LI WL IR
— N—
—+00 ——00

e pour@=0etv—0":

W) =<1>(§) —eotb(—g) —»%— %eo -0

e pour@=0etv— +oo:

yw=o ;) —eO<I>(—§)—> 1-0xe®=1
< N
—+00 ——00

e pour<0Oetv—0":

v 2
N—— N——
——00 ——00

e pourf<0etv— +oo

0 vy 5. (0 v _9
W(l/):q) ;-’rg —e P[———=|—1-0xe " =1

v 2
—— ——
—+00 ——00
D’ou les tab var suivants :
0>0 0<0
v 0 +00 v 0 +00
v (v) + V' (v) +
1 1
v(v) / v(v) /
1—e® 0

(b) Déterminer pour quelles valeurs de x il existe une volatilité implicite et prouver alors qu’elle est
unique.
En conclure finalement que I'on peut définir la volatilité implicite si et seulement si :

f(l—e_e)<x<1.

Une volatilité implicite est, a x fixé, une solution de y(v) = x (d’'inconnue v > 0)
Par lecture des tableaux de variation, et théoremes de la bijection :

e s5i0 <0, Vx€]0,1[il existe une unique volatilité implicite ;

* 5i0>0,Vxe|1-e 1], il existe une unique volatilité implicite.

Comme

f(l—e—9)=0sil—e‘9s0 (& 0<0)

=1-e?si1-e®>0 (©0>0)
On en déduit que, dans tous les cas, il existe une unique volatilité implicite ssi

f(l—e_9)<x<1
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