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On s’intéresse dans ce probléme a deux mesures du risque utilisées par les marchés financiers.
Pour cela, on considére des variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, </,P), qui modélisent des
pertes financieres subies par des acteurs économiques sur une période donnée.

Toutes les variables aléatoires définies dans ce probleme sont des variables aléatoires sur cet espace probabilisé.
Soit 2 I'ensemble des variables aléatoires réelles a densité X vérifiant :

¢ X admet une espérance notée E(X).

¢ Il existe un intervalle Ix (dont on admet 'unicité) sur lequel la fonction de répartition de X, notée Fy,
réalise une bijection de classe ¢! strictement croissante de Ix sur]0,1[.
On note Gy la bijection réciproque, définie de ]0, 1] sur Ix. Les notations Fx et Gx seront utilisées dans
tout le sujet.

Dans tout le probléme {3 est un réel appartenant a 0, 1[ et représentant un niveau de confiance.

Partie I- Définition et propriétés de la « Value at Risk »

1. Soit X € 2. Montrer qu'il existe un unique réel v tel que P([X < v]) =3, et que 'on a v = Gx ().

P est dans ]0, 1[, donc le v recherché appartient a Ix : en effet hors de Ix, Fx vaut 0 ou 1.

(NB : «<hors de Ix» peut étre vide...)

Par continuité et stricte croissance de Fx, cette fonction réalise une bijection de Ix dans ]0,1[; comme
B €]0,1[ on a donc 'existence et I'unicité de v € Ix (et méme v € R d’apres la remarque initiale) tel que
Fx(v) =P, ce qui s’écrit aussi PX < v) =f.

On a alors Fx(v) =P avec v e Ix et p €]0, 1], ce qui équivauta v = F;(l(ﬁ) =Gx ().

* On définit alors 75 (X) appelé la « Value at Risk » au niveau de confiance 5 de X, par r3(X) = Gx(p). C’est
une grandeur qui permet d’évaluer le risque pris par I'acteur qui détient actif dont les pertes sont
modélisées par X.

* On remarque que 73 (X) est égal au capital minimal qu’il faut détenir pour étre en mesure de couvrir
les pertes de I'actif associé a X avec une probabilité égale a 3.

2. Onsuppose que, dans cette question, X est une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre
A €]0, +ool.

(a) Rappeler lavaleur de Fx(x) pour tout réel x.
Cours: Fx(x)=0six<0,etFx(x)=1- e Mgix>0.

1
(b) Endéduire queX € ¥ et quePona rg(X) = X In(1 -p).

X — &(A) admet bien une espérance (cours), et avec Ix =]0, +oo[, Fx réalise bien une bijection € 1
strictement croissante de Ix sur]0,1[ On a donc bien X € .

1 1
Avecxelxety€l0,1[,ona:, y=Fx(x)=l-e M & x= —Xln(l—y) ; ce qui donne Gx(y) = —Xln(l—
y) etdonc
1
rs(X) = Gx(B) = Y In(1-p)



3. On suppose dans cette question que X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi
normale de parameétres m et o2 pour X, et de paramétres (i et s°> pour Y.
On note @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et ¢ la densité usuelle de cette
loi.

(@) i Justifier que ® réalise une bijection de R sur |0, 1[. On note ®~! la bijection réciproque.
Pour tout réel x, ®'(x) = @(x) > 0 donc ® est continue (et méme €' et strictement croissante
sur R.
Par propriété d'une fonction de répartition, ®(x) — 0 en —oo et — 1 en +oo ; donc @ réalise bien
une bijection de R sur ]0, 1[.

ii. Pour tout x € R, exprimer Fx(x) en fonction de @, m, o et x.
-m
— A4(0,1).

X
X — N (m,o?) donc par propriété de la loi normale,

Pour tout réel x on a donc:

X-m x—-m xX—m
Fx(x):P(sz):P( —< ):(D( )

l/

iii. Endéduire queX¢€ 2 etque rg(X) = m+o® ().

E(X) existe bien (et vaut m) ; et comme @ est une bijection €' strictement croissante sur R, la
x—m

fonction x — @ ( ) en est également une. Ceci montre que X € 9, avec Ix = R.

Enfin, r = rx(B) est défini par Fx(r) =f, etona:
3 r—my_ r-m_ . _ .
Fx(r)_[’)@d)(—0 ) ﬁ@—c P P)er=m+ocd P
ce qui donne bien rx(B) = m+o®~ ! (B).

(b) QuelleestlaloideX+Y?
En déduire rg (X +Y) en fonction de m,, o, s et f.

X et Y sont indépendantes, donc par stabilité de la loi normale
X+Y— ANV(m+ p,oz +sz)

D’aprés 3a on a donc

rpX+Y) =m+p+ Vo2 +s207 (B)

(c) Pour quelsp €]0,1[a-t-on rg(X+Y) <73(X) +r(Y) 2
Ona:

rpX+Y) <rgX) +1p(Y) © m+p+ Vo2 + 207 B)<m+p+ 0+ 907 (B)
o Vo2+ 207 B) < (0+ DL (P)

o (Vo2+s2-0-507 () <0
Comme (0 + 5)? = 02 + 52 + 205 = 02 + 5% on a par croissance de la racine carrée : o + s = Vo2 + s2 et

donc
Vo2+s2—-0-5<0
On adonc

1
(Vo2+s2-0-50 ' P) <00 (P)=0p=0(0) = 3
(la fin par stricte croissance de ®).

Onadonc rgX+Y) <rgX) +7p(Y) ssip =

N | =

4. Soit X une variable aléatoire appartenant a &, c un réel et A un réel strictement positif.
OnposeY =X+ cetZ=AX eton admet que Y et Z appartiennent a 2.



(a) Montrer que B Y) = B X)+c.
On rappelle que r = rp(Y) est définipar Fy(r) =P(Y<7r)=0. Or: PY<1r)=PX+csr)=PX<s
r —¢) =P et donc par définition de rg on obtient rg(X) = r—c = rg(Y) — ¢; soit

rﬁ(Y) = rﬁ(X)+c

(b) Montrer que 73 (Z) = Arp(X).
C’est un raisonnement similaire : sir = rg(Z),onaP(Z<r)=p=PAX<r) =P(X < %) =P et donc
o () = r 1)
P2
r8(Z) = Arg(X)

5. Soit X et Y deux variables aléatoires appartenant a 2 et telles que pour tout v € Q, X(0w) < Y(w).

(a) Comparer, pour tout réel x, Fx (x) et Fy(x).
Pour tout x: Fx(x) =PX < x).
Comme X <Y,onaY < x= X < x; dou l'inclusion entre événements (Y < x) < (X < x) puis :
Fy(x) < Fx(x) en passant aux probabilités.
(b) En déduire que rg(X) < rp(Y).
Fvaluée en x = s (X), I'inégalité précédente donne :

Fy(rp(X)) < Fx(r5(X)) = B

et par stricte croissance de Fy! = Gy : r3(X) < Gy (B) = rg(Y).

Partie II- Estimation de la valeur de rp (X)

Dans la pratique la loi de X n’est pas totalement connue et on a besoin d’avoir une idée assez précise de la
«Value at Risk » ne connaissant qu'un certain nombre de valeurs de cette variable.

On modélise cette situation en supposant, dans cette partie, que la loi de X dépend d’'un parameétre 0 in-
connu appartenant 4 un sous ensemble © de R ou R?, que 5 (X) = g(0) ou1 g est une fonction définie sur © et
que pour tout 6 € ©,X € 9.

On utilise aussi les hypothéses et notations suivantes :

¢ (Xi)k=1 estune suite de variables aléatoires réelles appartenant a &, mutuellement indépendantes, de
méme loi que X.

e pourtoutw € Qetn eN*,onordonneX; (w),...,X,(w) dans l'ordre croissant et on note alors X; ,,(w), ..., X, ()
les valeurs obtenues.
En particulier, X; ,(w) estla plus petite des valeurs X; (w), ...,X, (w), et X, ,(w) la plus grande.

* on admet que pour tout n € N* et k € [1, n], les X ,, sont des variables aléatoires.

* pour tout réel x et tout entier naturel non nul », on définit la variable aléatoire N, ,, ainsi :
pour tout w € Q, N, ,(w) estle nombre d’indices k compris entre 1 et n tels que I'on ait X; (w) < x.

6. Montrer que pour tout x € Ret tout n € N*, Ny , suit une loi binomiale dont on préciserales parameétres.
En déduire I'espérance et la variance de N ,,.

Soit n € N* fixé. Pour k € [1,n], on compare la valeur de X a x ; si (X; < x) ,on considére qu'on a un
succes. La probabilité de ce succes est donc P (X < x) = Fx(x).

Les X étant indépendantes, nos n expériences de Bernoulli ainsi définies le sont aussi.

N, » compte le nombre de succes : on peut donc conclure que

Ny n — %B(n,Fx(x))

et on aimmédiatement E(N,, ;) = nFx(x) et V(N ;) = nFx(x)(1 — Fx(x)).



7. On rappelle I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev : si U est
une variable aléatoire d’espérance m et de variance V, on a

v
Ve>0, P(lU-m|zel) <=
€

Montrer que pour tout xe Rete>0:

N
HHIP(” 2 _Fx(x)| =€

n—+oo n

-0

Avec la question précédente, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (N, , admet une variance) s’écrit :

8. SoitxeRetneN*.

Ve 0, PN~ nfx (] > e X0 D

ou de maniere équivalente :

N)C,}’l

< nFx(x)(1-Fx(x))

Ve>0, P(| )

—Fx(@)|> <))
n

Ceci valant pour tout €, on peut changer € en ne : on obtient alors

Nyn Fy ()] > €]) < Fx (x)(1 - Fx(x))

Ve >0, P(l .
n ne

Le terme de droite de cette inégalité tend vers 0 pour n — +oo (avec le n au dénominateur). Une proba-
bilité étant toujours positive, on peut conclure par théoréme des gendarmes que :

. Nx,n
VxeR, Ve>0, lim P([|[— -Fx(x)|=¢€])=0
n—+oo n

NB : démonstration tres proche de celle de la loi faible des grands nombres !
(a) Montrer que pour tout k € [1, ], il y a égalité entre les événements [X , < x] et [Ny , = k].
Les Xk, ,, étant rangés par ordre croissant, on a X, , < x ssi il y a au moins k variables parmi les X;
qui prennent des valeurs inférieures a x ; ce qui équivaut bien aN, , = k.
(b) En déduire que pour tout k € [1,7] :

= (n r n-r
P(Xgp<x)=) (r) (Fx (x)" (1 —Fx(x)
r=k

et que X , est une variable aléatoire a densité.
Ny, — %B(n,Fx(x)) donc:

n _
Vrelo,nl, PNy, =r)= (r) (Fx(x))" (1 —Fx(x)"™"
On adonc:
n n n
P(Xpn <x]) =Py, =k)=) PNy =1)=), | Ex ()" (1 =Fx ()™
r=k r=k

9. Soit (U,) ,en+ une suite de variables aléatoires et ¢ un réel. On suppose que pour toute > 0:
lim P([[lU,—c|=¢€])=0.
n—+oo

On consideére (u,),>1 une suite convergente de réels et on pose { = lim u,,.
n—+oo



sit>c

sit<c

U, devenant tres proche de ¢ pour n grand, on congoit que ce résultat est correct. La démo est
toutefois assez fine, et repose sur des inclusions d’événements bien construites.

(a) Etablir que: lim P([U,=1]) = { 0
n—+o0o 1

* Si t>c, onpeutposer t = c+¢€ avec € > 0. Alors
U,z2t=>U,;,—-cz2e>0=>|U,—c|=¢

(avec seulement des implications, pas des équivalences !!!)
d’ou 'inclusion
Upz0)=>U,—cl=¢)

puis I'inégalité entre probas qui en résulte :
0<sPU,=0<P(U,-clz¢

et on conclut que liIP P(U, = ) = 0 par théoréme des gendarmes et la limite donnée en hy-
n—+oo
pothese.
* Sit>c, onpeutposer t =c—¢€avece > 0. Alors

Up<t=>U;-c<-e<0=>|U,—c|>¢
Avec les mémes arguments que précédemment :
0<sPU,<t<P(U,-cl>e)<P(U,—-cl=¢)
et on conclut que nEerP(Un < t) =0; puis en passant a 'événement contraire :
hm PU,=0n=1

e —
(b) On suppose ¢ > c eton pose € = TC

En remarquant que £ — € = ¢+, montrer qu'a partir d’'un certain rang, u, = c +e¢.
En déduire que hm P([Un uyl) =

u, — £ donc par deﬁnltlon de la convergence, on a a partir d'un certain rang: u, =€ —¢.
Dongc, a partir d’'un certain rang, u, = c+e€.

On se ramene alors a ce qui précede : si Uy, = u, et u, = c+¢€ alors U, = ¢ +¢; donc par inclusion
d’événements :
PU,=u,) <PU,=c+eg)

Or P(U, = c+¢) — 0 d’apres la question précédente (avec ¢ = ¢ + € > ¢) donc par majoration :

lim P((U,zuxl)=0
n—+oo

(c) Montrer de méme quesi ¢ < c, hm P([Un upl) =1.

c—f
Cette fois £ < ¢ donc on pose € = = desorteque{+e=c—¢.

A partir d'un certain rang, u, < I + & donc u, < c—«¢.
Dans le cas on a I'implication
Up=c-e)cU,=uy)

de sorte que
PU,zc-¢)<sPU,zu, <1

Or P(U, = c—¢) — 1 d’apres la question précédente (avec ¢ = ¢ — € < ¢) donc par gendarmes

lim P([U,zu,l) =1
n—+oo

10. On définit pour tout n € N* tel que nf = 1, la variable aléatoire Y, sur (Q, «/,P) par Y, = Xinp),n Ot [N
désigne la partie entiére de 1f et on pose 0’ = 15 (X).
Soit € > 0.



(@)

(b)

(©

Montrer que: P([|Y,,—0'|<e]) =P([Y, <0 +¢]) -P([Y, <0 —¢]).

On peut écrire I'union disjointe d’événements :
(Y, <0 +e)=(Y, <0 -e)u® -e<Y, <0 +¢)

ce qui donne :
P(Y,<0 +e)=P(Y,, <0 —e)+PO -e<Y, <0 +¢)

Y, étant a densité on a de plus:
PO -e<Y,<0 +e)=PO' -e<Y, <0 +e)=P(IY,-0'| <¢)

donc on obtient
P(Y,<0 +e)=P(Y, <0 —-e)+P(Y,-0'|<¢)

ce qui donne la formule demandée.

En déduire que :

Norse,n Lnp]

\%

P([IY,—0"| <el) =P([

Le résultat précédent se réécrit :

P(Y,—0'| <€) =PX|up),n <0 +€) —PX|pp),n <6 —¢)
et avec 8a se transforme en
P(IY, - 0'| <€) =P(Ng1e,n = [1B)) —PNgr_e., = (1))
puis en divisant pas 7 >0 :
Ngr n Ny n
P(|Yn—9,|<€)=P( 0'+e,n > |. ﬁJ)—P( 0'—¢,n > [ ﬁJ)
n n n

- -

1 2

En déduire que nlirP P(Y,-0'|<se)=1.
—+00
Que peut-on en déduire concernant I'estimateur Y, de 75 (X) 2
11 faut compiler beaucoup de résultats précédents. Examinons les 2 termes séparément :

Npr
e Termel: P(M = @).
n

N
On est dans les situations précédentes avec : U, = LR etc = Fx(x) (question 7) ; x = 0" +&.
n
Alors ¢ = Fx(0' +€) > Fx(0") = Fx(Rp (X)) =B (par stricte croissance de Fx) ; et u, = m
n
n
Montrons que lim Lml =f.

n—+oo n
NB: question relativement classique quand on commence a parler parties entieres... Lencadrement
usuel :

VneN*, np—1<|np)<np

donne en divisant par n>0:

1 Lnp)
VneN", p—-—<—<
p-—<— <P
et on conclut par théoréme des gendarmes.

Onadoncf=0;etc>p donc c > £ ce qui nous met dans la situation de 9c ; et on conclut :

N6’+s,n - LnﬁJ )=

lim P( 1
n—+oo n
Ng/_
e Terme2: P(M = w).
n
Cette fois x =0 —¢, et c = Fx(0' —¢) < Fx(0") =p = ¢, d’ou d’aprés 9b :
Ngr—
lim p(M > @ =0
n—+oo n n



11.

On conclut bien de tout cela :
lim P(Y,-0'|<g) =1
n—+oo

et en passant a I’événement contraire :

lim P(Y,-0'|>¢€) =0
n—+oo

ce qui montre que I'estimateur Y, est convergent.

On suppose que 'on a défini une fonction d’en-téte function R=triCroissant(T) qui renvoie le
tableau des valeurs se trouvant dans T rangées dans I'ordre croissant. Par exemple, si T=[0 -1 0 2
4 2 3] alors disp(triCroissant(T)) affiche:

Ecrire une fonction Scilab d’en-téte function r=VaR(X,beta) quirenvoie lavaleur de Y, sile tableau
X contient des tirages des variables (Xi,...,X},), et betala valeur de 3.

Il faut renvoyer Y, = X|;,p), : le terme numéro |[nfp] de la liste ordonnée des X.

function r=VaR(X,beta)
Xord=triCroissant (X)
indice=floor (length(X)*beta)
r=Xord (indice)

endfunction

Partie I1I- L'« Expected Shorfall » (ES)

On conserve les notations de la partie 1.

Pour qu'une mesure de risque soit acceptable, on souhaite qu’elle vérifie un certain nombre de propriétés.
On dit qu'une fonction p définie sur 2 a valeurs réelles est une mesure de risque cohérente sur 7 si elle
vérifie les quatre propriétés :

12.

(R1) VXeD,VceR,pX+c)=pX) +c

(Ry) VX€D,VA>0,p(AX) = Ap(X)

(R3) VY(X,Y) € 2?: sipour tout w € Q, X(0) < Y(w), alors p(X) < p(Y)
(Rs) VX Y)e2?tellesque X+Y €D, pX+Y) < pX) +p(Y)

Montrer que 'espérance est une mesure de risque cohérente sur 2.
Parlinéarité de I'espérance (les espérances mentionnées existent bien car les variables utilisées sont dans
D) :

* EX+¢) =EX) + ¢ (propriété Ry)

e E(AX) = AE(X) (propriété Ry)

e EX+Y)=EX)+E(Y) (propriété Ry)

Enfin, par croissance de I'espérance, si X <Y alors E(X) < E(Y) : propriété Rs.
Lespérance est donc une mesure de risque cohérente sur 2.




13. La « Value at Risk » T est-elle une mesure de risque cohérente sur & pour toute valeur de 3 €]0,1[ ?
On détaillera si chacune des propriétés de (R;) a (R4) est satisfaite on non.

D’apras les questions 4a et 4b, la Value At Risk vérifie R; et Ry ; et d’apres 5b elle vérifie R3.

. 1 . .
Par contre, on a vu que R4 n’est pas vérifiée dans le cas f < 3 pour des variables gaussiennes.

1
Donc pour p < > la Value At Risk n’est pas une mesure de risque cohérente sur 2.

(NB : pour f = 3 on ne peut rien conclure sur la propriété Ry car on n'a étudié que des variables gaussi-

ennes).

Soit X une variable aléatoire appartenant a 2, admettant une densité fx. On définit I’ « Expected Shorfall »
de X de niveau de confiance 5 par

1 +o00
ESs(X) = — d 1
$X =175 ) oo A @

Le but de cette partie est de démontrer que, pour tout 5 €]0, 1[, ESg est une mesure de risque cohérente sur
9, assez « proche » de TB.

14. Soit X une variable aléatoire appartenant a 2.

(a

(b)

Montrer que ESg (X) est bien définie, et que ESg (X) = 3 (X).

On notera rg (X) = rg pour alléger un peu...
1 +o00o

ESg(X) = W X fx(x) dx sera bien définie si 'intégrale en question converge (borne +oo im-
-BJi

propre) ; ce qui est le cas car X admet une espérance (X € 9).

Sur [rg, +ool, ona x = rp et fx=0;donc xfx(x) = rﬁfx(x) et en intégrant cette relation :

1 +00 d 1 +00 d
ESg(X) = —— Xfx(x)dx = r[ (x)dx
ﬁ l_ﬁ " fX l—ﬁ [3 ” fX
B
B
= ——(1—Fx(rp))
1-p P
=p
:rﬁ

et on conclut donc
ESp(X) = rp(X)

Araide du changement de variable ¢ = Fx(x), établir :
1 1
ESg(X) = —f Gx(ndt (2)
b 1-pJp

On passe sur un segment pour le changement de variable : soit A > rg et I'intégrale :

A
f X fx(x)dx
B
Avec ce changement de variable, on a x = Fy ! (¢) = Gx () ; les bornes deviennent :
* x=rpdonc r=Fx(rf) =P
e x=Adonc t=Fx(A)

Enfin, dt = F{ (x)dx.
Avec toutca:

A Fx(A)
f xfx(x)dxzf Gx(r)dr
rﬁ f)



et pour A — +oo, on a Fx(A) — 1 (propriété d'une fonction de répartition), d’ou

+00 1
f xfx(x)dx:f Gx () dr
rﬁ [‘3

et donc finalement :

+oo

1 1!
ESﬁ(X) = ﬂ rﬁ(x) XfX(X) dx = ﬂjﬁ‘ Gx(t)dl'

On pourra ainsi utiliser (1) ou (2) au choix dans la suite pour définir ESg (X).

15. (a) Montrer que ESg vérifie la propriété (R;).
Onavuendaque: VP e€0,1[, rig(X+c) =rp(X) +c.
Ceci équivaut a Gx+.(B) = Gx(p) + ¢ ; et comme ¢a vaut pour tout  dans 0,1[:

Gx+c=Gx+c

On injecte cela dans la forme (2) :

1 1
ESg(X+c¢) = mfﬁ Gxic()dt

1 1
= m[ﬁ (Gx(t) + C)dt
! (fl d 1 d
=— Gx (1) l’+f [ Z’)
1-p s p

=ESg(X) +¢

et on peut conclure que ESg vérifie R;.

(b) Montrer que ESg vérifie la propriété (R>).
De méme avec 4b : V €]0,1[, 73 (AX) = Arg(X) ; donc Gyx, = AGx ; et donc

1
ESp(AX) = ﬁ fﬁ AGx () df = AESp (X)

16. On suppose dans cette question que X suit la loi exponentielle de parametre A > 0.

1
(a) Montrer que ESg(X) = r5(X) + X
On utilise I'expression (2).

1
D’apres 2b, Gx (1) = (X) = Y In(1 - #) pour tout ¢ €]0, 1.
Donc

ES (X)—Lfl—ll (1-pndt
P 1-PB B An

1
Calculons f In(1 - £)d¢. On pose A — 1 et on effectue une IPP :
p

A A A g 4
In(1-#8dt=[tIn(l- —_—
fﬁn( t)dt = [tIn( t)]ﬁ+jl; 13 t
A 1
:Aln(l—A)—ﬁln(l—ﬁ)+f (—1+—) dr
B 1-1¢

A
~Aln(L-A)-InL =)+ [ ~A=p)~ In1- 01}
p

=A-1DIn(1-A)+(1-p)Ind-P)+p-A



Avec lim,_.g xIn(x) = 0 on trouve lima_.; (A—1)In(1 —A) = 0 ; donc en faisant tendre A vers 1 dans le
calcul précédent :

1
f Inl-Hdt=1-pInQ-pP+p-1
p

On en déduit alors :

1
L In(-p) = —+rﬁ(X)

>’I>—'

ESp(X) = (1-P)Ina-p)+p-1)=

M- [3)

en reprenant I’expression de 2b.

(b) En déduire que ESg (X) ﬁ~1 8 (X).

1 1 1
ESg(X) = X In(1-B). Pourp—17, X est fixé alors que le second terme tend vers +oo ; I'équivalent

est donc ce second terme.
Ainsi
ESg(X) ~ —lln(l—ﬁ) =r13(X)
B o~ X p

17. On suppose dans cette question que X suit la loi normale centrée réduite.
@(rp (X))

1- (X))’
On utilise cette fois la forme (1) et 'expression de la densité usuelle de .A7(0, 1) :

(a) Montrer ESﬁ X) =

ESg (X) = LML e ‘12 4
—Xe X

b 1-B X V21
1 1 [ efx /2 +
rpX)

en passant par une borne A — +oco

ESp(X) = ——(rp(0)

1-p
Oro(rg(X)) = o(@! () = P par définition de rf3 ; et on obtient bien :

@ (rp (X))

S = (00

= (1)

(b) Pour tout x > 0, établir I'égalité: 1 — ®(x) = ? - f 2 dt.
X
Soit A — +00. Une IPP donne
fAtp(t) dt:[ f '@
x
1 "(t
Oro(n) = Te_tz/z, donc on voit que a4 ; ) = —(?) ; ce qui donne:
P
(p(t) P oA fA
dt=—-—= nde
. o A @0
@A)

Pour A — +o0: - 0 par croissances comparées ; et

A +00
f (p(t)dt—»[ e(dt=1-®(x)
P X
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et on récupeére au passage la convergence de I'intégrale en jeu dans cette question.

+00
f &;)dtzw_(l_q)(x))
X t X

On trouve finalement :

ce qui donne I'égalité demandée.

(c) Montrer que, pour tout x >0:0< 7dt< ;(l—d)(x)).
X
En déduire que: 1 — ®(x) Jod @

t *oo @(t
% étant positif on a directement : 0 < f % dr.
X

1 1
De plus, sur [x, +o0], ) < —,eten multipliant par ¢ () =0:
X

®(1) - ®(1)

Vt?x,7\?

et on peut alors intégrer sur [x, +oo] :

+ +
* @(1) if o0 1-0()
fx dt<— } PO dt = ——;

On a donc bien I'’encadrement demandé.

: . o0 (1)
On vient de voir que 1 - ®(x) = — —/ 7z dt; donc
X X

&) +oo @(1)
v LT de

Tl-0owm  1-0W)

(%)

et avec ce qui précede :

X

+ (1)
_ LT

1-0(x)  x?
+o0 @(1) @)

[:7 T dt = X
donc ————— tend vers 0 pour x — +o0; et tend donc vers 1 d’apres (*).
onapis ®W 1-®(x)

n a bien

w ~ 1-®(x)
X +oo

(d) Enconclure que I'on a aussi dans ce cas : ESg (X) el rp(X).

On cherche alors a utiliser 17a.

) L. @(rp)
Pour p — 1, rg(X) = Gx () = F{' (B) — +o0; d’ot1 1 - D(rp) ol

et finalement

@(rp (X))

ESg(X) = T—or ) o 00) B:Jl B

Dans les questions qui suivent, X est une variable aléatoire appartenant a 2.
¢ On note /1 la fonction définie par, Vx € R, h(x) = max(x,0).

* On admet que si U et V sont deux variables aléatoires telles que : 0 < U <V et E(V) existe, alors E(U)
existeet 0 < E(U) <E(V).

* On note pour tout événement A, 1, la variable aléatoire indicatrice de 'événement A. Rappelons qu’il
s’agit de la variable aléatoire prenant la valeur 1 si A est réalisé, et la valeur 0 sinon.

18. (a) Montrer que 1 (X — (X)) admet une espérance, et que 'on a:

+00

E(hX-rp(X) =f o tfx (0 de—(1-B)rp(X)

7 (
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ou fx désigne une densité de X.
rp(X) est ici une constante ; on va la noter rp- On s'intéresse donc a la convergence absolue de

+00
f h(t—rp) fx(t) dt

(0.0}
On remarque
xsix=0

h(x)= ,0) =
(0 =max(x,0) {0 si x<0

de sorte que
t—r1p si t=rp

h(t—rﬁ):{

ce qui restreint le domaine d’intégration : on obtient

0sirt<rg

+00 +0o +oo
f (t—rﬁ)fx(f)df=f tfx(t)dt_rﬁf fx(dt
B B B

et donc une somme de deux intégrales absolument convergentes (la premiere car X € 2 admet une
espérance ; la seconde comme intégrale d'une densité).
On aaussi:

+00
| ar=pxz ) =1-Exup =1-p
B

d’oti finalement :
+00

E(h(X-rg(X))) =f tfx(0dt—rg(1-p)
B

(b) Endéduire: )
ESp(X) = rp(X) + EE (h(X - 15 (X))).

Avec I'expression 1 de ES, on reconnait :

+00
f L (D dE = (1-BIESp(X)
p(X)

et donc
+00

E(h(X-r1p(X)) =f © tix@®dr—1-P)rpX) = (1 -P)(ESg(X) — rp (X))
T

p
ce qui équivaut a I'expression demandée.

. . , . . .
19. Questlon maison, | orlglnale est en commentaire.on cherche a es-
timer al’aide de Scilab une valeur approchée de ESg (X). On applique pour cela la méthode de Monte-Carlo.
On dispose d’une liste X de r tirages de la variable X, et la valeur de 3 se trouve dans la variable beta.

(a) Donner un code calculant la moyenne des 7 valeurs de 1(X -1 (X)) correspondant aux valeurs de
X fournies.
On rappelle que la fonction VaR estime rp (X).
h(X—-rp(X)) vaut 0 siX < rg et X —rp si X = 1p.

n=length (X)
r=VaR (X, beta)

S=0
for k=1:n
if X(k) >= r
S=8+X(k)-r
end
end
m=S/n

12



(b) En supposant que cette moyenne fournit une approximation de E(2(X - (X)), donner un code
Scilab renvoyant une valeur approchée de ESg (X).

11 suffit d’appliquer la formule de 18b :

ESb=r+m/(1-beta)

ol m est le résultat du script précédent.

1
20. Soit Z une variable aléatoire telleque: E(Z)=1let0<Z< ﬁ
(a) Justifier I'égalité entre variables aléatoires : h(X — rpX)) = X=rp(X)) x I x> s (X)]
Comme dit en 19a, h(X — rpX)) vaut0siX—rg<0etX—rgsiX—rg=0;
et Ix>px) vaut0siX—rg<Oet1siX—rg=0;
donc on voit bien que h(X -3 (X)) = X - rp(X)) x I |x> 5 (0] dans les deux cas.

(b) Montrer que E(XZ) existe et établir I'égalité :

1
ESp(X) -E(XZ) = WE X=rp X)) Apxsre01 — A =P)2)

Partons du terme de droite :

1 1
e (X = 7 (X)) (L g0y — (1= B)2)] =TﬁE[(X—r5(X))1[X>rﬁ] ~E(X-rp)2)

=ESg — g —E(XZ) + rpE(2) d’apres 18b
= ES|3 —-EXZ) avecE(Z) =1

(c) Endéduire que ESg(X) —E(XZ) = 0.
Comment choisir Z pour que ESg (X) = E(XZ) ?
On examine le signe de la variable aléatoire (X — rp (X)) (1 x>y x)) — (1 = P)Z).

1
* SiX>rp: alors 1[X>,ﬁ] =1;etcomme0<Z< I ona(l1-f)Z<1;douencompilant tout ca

X-13) A x>rg) —(1—-P)Z) =0

* SiX<rg:alors l[x>rﬁ] =0;et—(1-P)Z<0carZ=0etP < 1. Donciciencore:

X-1g)(Ax>ry) —(1—-P)Z) =0
1
Lespérance d’une variable positive est positive ; et W >0 ; donc finalement ESg (X) — E(XZ) = 0.

Pour obtenir I'égalité, il suffit que la variable dont on vient de calculer I'espérance soit nulle : donc
que

s (1-P)Z=1ssiX>rp;

* 1-P)Z=0ssiX<rp.

On choisit donc )

Z = ml[x>rﬁ]

Z prend les valeurs 0 et

; et de plus

1
donconabien0<Z< 1

1 1 1
E@) = RE(I[x»ﬁ]) = EP(X> rg) = ﬂ(l —Fx(p)) =1
=p
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21. Onnote .# I'ensemble des variables aléatoires Z sur (2, «/,P) tellesque E(Z) =let0<Z< ﬁ

Justifier I'égalité: ESg(X) = max (E(XZ)).
7eX
On a montré en 20c que
VZe X, BE(XZ) <ESg(X)

et que I'égalité est atteinte pour la variable (appartenant a .#) donnée également en 20c ; ceci montre
bien que:

ESp (X) = max (E(X2)).

ax
EX
22. Démontrer que, pour tout {3 €]0, 1], la fonction ESg est une mesure de risque cohérente sur 9.

On a déja montré les propriétés R; et Ry (question 15).

e SiX <Y, alors pour tout Z € £, XZ<YZ (on a Z = 0) ; donc E(XZ) < E(YZ) d’aprés la propriété
admise ; et donc
max (E(XZ)) < max (E(YZ))
ZeX ZeX
On a bien ESg (X) < ESg(Y) : R3 est vérifiée.

¢ Soient X et Y deux variables de 9.
Pour tout Z € %, XZ, YZ et (X +Y)Z admettent des espérances ; et

VZe X, B(X+Y)Z) =EXZ) +E(YZ) < ESg(X) + ESp (V)

(ces ESg étant les valeurs maximales de E(XZ) et E(YZ)).
D’ott maxze # (E((X+Y)Z)) < ESg(X) + ESg (Y) ce qui donne bien

ESp (X +Y) < ESp(X) + ESp(Y)

et Ry est vérifiée.
Les 4 propriétés sont vérifiées : ESg est une mesure de risque cohérente sur 9.
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