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Lobjet du probleme est I'étude de la durée de fonctionnement d’un systéme (une machine, un organisme,
un service...) démarré a la date ¢ = 0 et susceptible de tomber en panne a une date aléatoire. Aprés une
partie préliminaire sur les propriétés de la loi exponentielle, on introduira dans la deuxiéme partie, les no-
tions permettant d’étudier des propriétés de la date de premiére panne. Enfin, dans une troisiéme partie on
examinera le fonctionnement d’un systéme satisfaisant certaines propriétés particulieres.

Les trois parties sont dans une large mesure indépendantes.

Toutes les variables aléatoires intervenant dans le probléme sont définies sur un espace probabilisé (2, o, P).
Pour toute variable aléatoire Y, on notera E(Y) son espérance lorsqu’elle existe.

On adoptera les conventions suivantes. On dira qu'une fonction f continue sur R’ et continue a droite en 0
est continue sur R, . En outre, si T est une variable aléatoire positive dont la loi admet la densité f continue
t

sur R;, sa fonction de répartition Fr (1) =P(T < 1) = f(w) du, est dérivable sur R}, et dérivable a droite en
0

0. On conviendra d’écrire F’T (£) = f(t) pour tout t € R, F’T (0) désignant donc dans ce cas la dérivée a droite
en 0.

1 Généralités sur la loi exponentielle

On rappelle qu'une variable aléatoire suit la loi exponentielle de parametre 1 (avec L > 0) si elle admet pour
densité la fonction f, définie par :

pe ™six=0

fp(x) ={

0six<0
1. Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parametre .

(a) Donner I'espérance E(X) et la variance V(X).

1 1
Cours: EX)=—etVX) = —.
[ [

(b) Justifier que pour tout entier naturel 7, X" admet une espérance et déterminer une relation de
récurrence entre E(X"1) et E(X"*) pour tout entier naturel 7.

Par théoreme de transfert, on examine la convergence absolue de I'intégrale :
+o0o +o0o
f x" fu(x)dx = pf x"e M dx
—00 0
La fonction a intégrer est €° sur [0, +oo[ ; et par croissances comparées, x*x" e”"* — 0 pour x — +o0

; donc
_ 1
x"te MY = 0(—
x—+oo | x2
+00 1 . . . oy +00 _n —ux
Or f; — dx converge (Riemann, a = 2 > 1) donc par comparaison de fonctions positives i x e M dx
x

converge absolument et donc f;" x"e™** dx aussi.
Donc E(X") existe pour tout n € N.
Soit A > 0 : une IPP classique (les fonctions en jeu sont ') donne

A A A
f px e M dx = [—x”“e‘“x]g+ (n+ 1)[ (n+1x"e Mdx= —A"“e‘“A+f (n+1)x"e " dx
0 0 0



Avec limp_. ;o A1 e ™A = 0 (croissances comparées) et la convergence des intégrales en jeu, on en
déduit
+o0o +00
f px"“e_“xdx:f (n+1x"e Mdx
0 0

et donc
B = 2 g xn
vl
(c) En déduire E(X") pour tout n > 0.
Une exploration indique, en utilisant la formule précédente, que

-1 ! !
BX" = SBX" ) = DX Y = = SEXY) = —
M TR M m

. n!
Montrons cela par récurrence sur n : soit 2(n) : «<E(X") = —
V1

0 0 o, .
e X"=1donc EX ):lz—o:cestvralaurangnzo;
V)

n!

n+1 n! _ (n+1)!
F -

. 1y _
;alors EXh) = T = T

* Supposons que E(X") =

et on a bien I'hérédité ; ce qui
acheve la récurrence.
n!
vneN, EX")=—
pr
(d) Retrouver lavaleur de V(X) al'aide de la question précédente.

2
Notamment, pour n=2: EX?) = — et donc avec Konig-Huygens on trouve
p

2
VX) = EX?) -EX)? = 32 _ (l) _ Lz
w> \u) p

ce qui est la valeur donnée précédemment.

2. Propriété caractéristique.

(a) Soient |1 > 0 et X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre .
Calculer P(X > x) pour tout x réel positif.
Montrer que pour tous réels positifs x et y,

PxsxX>x+y)=PX>y)

Calcul usuel : pour tout x >0, P(X > x) = [ fu(de = [ pe " dr. AvecA>0:

X
A t A A
- _ - _ —px - —ux
fx pe Hdr=—[e ] =e M —e " e pourA— +oo
etonadoncP(X> x) = e M¥,

Pour tous x >0, y > 0 on peut écrire :

PX>x+ynX>x)

PX>x)
Or X>x+y)n(X>x)=X>x+y) car le premier de ces événements est inclus dans le second.
Donc

P(X>x)(X>x+y) =

PX>x+y) e Hx+Y)
PX>x) e M

PasnX>x+y) = =eW=PX>y)

(propriété dite de loi sans mémoire ; qui caractérise la loi exponentielle comme on va le voir ci-
dessous).



(b) Réciproquement, soit X une variable aléatoire positive admettant une densité f/ continue et
strictement positive sur R, et telle que pour tous réels positifs x et y,

I

ii.

il

iv.

PxsxX>x+y)=PX>y)

Soit R(x) = P(X > x). Justifier que R(x) est non nul pour tout réel positif. Montrer que R’ = - f.
R(x) =1-PX < x) =1-F(x) ouF estla fonction de répartition de X.

Comme X admet une densité strictement positive sur R, , F est strictement croissante sur R..
De plus elle tend vers 1 en +oo (propriété d'une fonction de répartition) ; d’ott

VxeR, F(x)<1

etdoncR(x) =1-F(x) >0.

On a aussi R(x) = f;oof(t) dr = 0+°°f(t) dr- fox f(©)dt ce qui donne en dérivant le terme x —
Jo f(©dt (Uautre est constant) et avec le théoréme fondamental de 'analyse :

R'(x)=-f(x)

On pose | = f(0). Montrer que pour tout x réel positif, on a la relation R’ (x) + pR(x) = 0.

On passe par le taux de variation : soient x =0 et y > 0.

R(x+y)—R
Comme R est dérivable en x on aR/(x) = lim), o+ Rix+y) ~R@x)

Or par hypothese : Px>qX > x+y) = P(X > y), ce qui donne avec les calculs précédents
PX>x+y)=PX>x)PX> y), etdonc R(x+ y) = R(x)R(y).

Ainsi :

R(x+y) —R(x) Ry -1 _ R(y) —R(0)

=R(x) R(x)

car comme X est positive et a densité, R(0) = P(X > 0) = P(X = 0) = 1. En faisant tendre y vers 0,
on trouve donc
Vx=0, R'(x) =R(x) x R'(0)

Or f'(0) = - f(0) = —p : on a bien montré :
Vx=0,R(x)+puR(x)=0

Calculer la dérivée de x — R(x)e"* sur R,.
On trouve
x— R(x)pe™ +R'(x)e"* = (uR(x) +R'(x))e"* =0

d’apres le point précédent.

Déduire que X suit une loi exponentielle dont on précisera le parameétre.
Cette derniere fonction est de dérivée nulle sur R, donc est constante sur cet intervalle : il
existe un réel K tel que

Vx=0, R(x)e"* =K < R(x) =Ke™™

et on en déduit
Vx=0, f(x)=-R'(x) =Kpe™

De plus, f est nulle sur R* car X est a valeurs positives.
On obtient donc

f(x):{o si x<0

Kue™™ si x=0

Reste a trouver K... mais on se souvient qu'une densité est d’'intégrale 1.

Si f est la fonction définie ci-dessus, on a en reconnaissant I'intégrale de la densité usuelle de
EW:

+00

+00o
f(x)dx:Kf pe Mdx=K
o] 0



etonadoncK=1.

0six<O

Conclusion : X admet pour densité f: x — { ; eton reconnait X — &(p).

pe ™ si x=0

3. Soient deux réels strictement positifs |1; et 1. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes
suivant respectivement les lois exponentielles de parametres 1, et |1, .

(a) OnposeY =max(X;,X,). Déterminer la fonction de répartition Fy de Y et en déduire une densité
delavariable Y.

Loi du max usuelle : pour tout x e R, Y < x ssi X; < x et Xy < x ; d’ol1 avec I'indépendance de X; et
X2 .
Fy(x) =P(Y<x) =P(X; <xnXz<x) =PX; S x)PX2 < x) =F;, (X)F, (%)

ou F, estla fonction de répartition de la loi & ().
On obtient une fonction €9, € sauf éventuellement en 0 ; et en dérivant :

Y (X) = fl, (OF, () + Fy, (1) fu, (X)

Pour x <0, les f(x) sont nuls donc fy(x) =0; on peut poser fy(0)=0;
et pour x > 0 on obtient

Fr(x) = pre M (1 — e'2X) 4 ppe M2 X (1 — M)

(b) On pose Z = min(X;,X>). Déterminer la fonction de répartition Fz de Z et en déduire la loi de Z.

Cette fois
PZ>x)=PX;>xnXy>x)=PX; > x)PX, > x)

ce qui donne (1 -Fz(x)) =(1- F, (0)) (A = F, (x)).
Avec Fy,(x) =0 pour x <0, et = 1-e™** pour x >0, on trouve

1si x<0

e MXeTH2X gj x>0

1-Fz(x) = {

et on reconnait assez rapidement Z — & (1 + p2).

2 Fiabilité

Soit T une variable aléatoire positive qui représente la durée de vie (c’est-a-dire le temps de fonctionnement
avant la survenue d’'une premiére panne) d'un systéeme. On suppose que T est une variable a densité f1 con-
tinue sur R, et ne s’annulant pas sur R7.

On appelle fiabilité de T la fonction Rt définie sur R, par
Rr()=P(T=zH)=P(T>1)=1-Fr(1)
ol Ft est la fonction de répartition de T.

4. Soient ¢ un réel positif ou nul et /2 un réel strictement positif.
La dégradation du systéme sur 'intervalle [, t + /] est mesurée par la probabilité P(t <T < t+ h).
Exprimer cette quantité a 'aide de la fonction Rt.

PourteReth=0:

Pt<sT<t+h)=PT<t+h)-P(T< ) =1-P(T>t+h)-1-P(T> 1)) =P(T > t)-P(T > t+h) =Rr()-Rr(t+h)



5. Montrer que, pour tout réel ¢ positif ou nul,

P(t<T<t+h)
m —F)
h—0,h>0 h

= fr(®)

On déduit de ce qui précede que

VteR, lim PusT<i+h _ lim Rr(D) ~Re(t+h)

= 1 =-R.(p
h—0,h>0 h h—0,h>0 h T

or Rt = 1-Fr, donc R} = —F/, = — fr; et finalement :

6. (a)

On appelle taux de défaillance la fonction définie sur R, par le rapport A(¢) =

(b)

(c)

P(t<sT<t+h
VteR, lim gzﬁ(t)
h—0,h>0 h

Justifier que pour tout réel ¢ positif, Rt (7) > 0.

Ce sont les mémes arguments qu’en 2b(i) : densité > 0 sur R} donc fonction de répartition stricte-
ment croissante ; donc Rt (#) =1 —Fr(¢) > 0.

Sfr (@)
Rr(f)

Soitla fonctionK: f — In ( ) Montrer que A =K',

R (7)
On aK(#) = —In(Rr(?)). Rt = 1-F est dérivable car X est a densité continue sur R., et Rt > 0 d’apres
6a, donc K est bien définie et dérivable sur R,.

Ri(D)  fir()

OnaalorsK'(f) = -
Rr(f) Rr(1)

(dérivée de Rt vue en 5).

Déduire I'expression de Rt en fonction de A al'aide d’'une intégrale.
On voit donc que A = K’ ; on peut donc écrire

t t
K(t)—K(O):f K’(u)du:f Aw)du
0 0

OrK(t)zln( )et
R (1)

K(O):ln( ! ):ln( ! )zln(l)zO
Rt (0) PX>0)

et donc

t
V=0, ln( L ):f Auw)du
Rr (1) 0

t
ce qui équivaut encore a R(f) = exp (—f Au) du).
0

7. Soit Z une variable aléatoire réelle positive de densité g continue sur R, admettant une espérance.
On pose Rz(#) =P(Z > t) pour ¢ = 0.

(a)

Soit v la fonction définie sur R, par v(f) = tRz(1).
Montrer que :
tg(1) =Rz (1) - V' (1)

o1 v’ désigne la dérivée de v.
Rz est dérivable sur R, donc v1l'estaussi: on a

Yt=0, v'(t) =Rz (1) + 1R, (1) =Rz (1) — tg(1)

et donc tg(t) =Ry (1) — v'(1).



(b) Montrer que lim v(f)=0.
—+oo

+00
Onav(f) =tRz(?) = tf g du.
t
g admet une espérance, donc l'intégrale ff;o ug(wdu= f0+°° ug(u)du converge ; et donc

+00

lim ug(uw)du=0

t—+o00 J;
Comme la fonction g est positive, on peut écrire :
Yuz=t, ug(u) =tg(u)

et en intégrant des fonctions continues :
+00 +00 +oo
f ug(u)du 2[ tg(u)du = tf gwdu=v(1)
t t t
Toutes les quantités étant positives, on a montré :
+00
Vt=0,0< v(t)sf ug(u)du
t

et le terme de droite tendant vers 0 on conclut par théoréme des gendarmes :

lim v()=0
t—+00

+0o
(c) Endéduire que E(Z) = f Rz (r)dt.
0

+o00
E(Z) existe par hypothese, et vaut f tg(t)dt (Z étant a valeurs positives).
0
Soit A>0: d’apres 7a,

A A A A
f tg(t)dtz/ Rz(t)dt—f v’(t)dtzf Rz()dt - (v(A) — v(0))
0 0 0 0

A A
d’otlf Rz(p)dt :f tg()dt+ v(A) (car v(0) = 0).
0 0

A +00
Pour A — +oo, V(A) — 0 etf tg(n)dt — f tg(t)dt =E(Z) ; et on obtient donc
0 0

+00
f Ryz(#) dt converge, et vaut E(Z).
0

8. On suppose désormais que T admet une espérance. Soit ¢ un réel positif fixé ; le systeme ayant fonc-
tionné sans panne jusqu’a la date ¢, on appelle durée de survie la variable aléatoire T; = T — t représen-
tant le temps s’écoulant entre la date ¢ et la premiére panne.

On a donc, pour tout réel x positif':

RT[(JC) =P(T;>x) =P[T>t] (T>t+x)

(a) Montrer que, pour tout réel x positif,

Rt (t+ x)

R (0= "R

d’apres I'expression fournie :

P(T>t+xnT>1)

Vx>0, Ry, (x) =
. 1) P(T> 1)

Comme x = 0 on al'inclusion (T > T + x) c (T > ) ; de sorte que

P(T>t+x) Rr(t+x)

Vaz0 R 0= 55T = TRen




(b)

En déduire que

1 +00
E(Tt)__RT(t)ft Rr(w)du

On cherche a appliquer 7c, sous réserve que T; admette une espérance ; ce qui est le cas car T, =
T-t.

On peut donc écrire :

+00 +00 RT(I+X) 1 +00 1 +00
E(Ty) = R = = R = R
(Ty) j(; T, (x)dx fo Ry (D) dr RT(t)fo T(t+x)dt RT(t)fr t(u)du

en posant u = ¢ + x dans la derniere intégrale.

Les questions suivantes illustrent les notions introduites précédemment pour des systemes simples.

9.

(a)

(b)

(©

On suppose que T suit la loi exponentielle de parameétre 1. Déterminer la fiabilité et le taux de
défaillance.
Si T — &(n), sa fiabilité vaut Rt(z) = P(T > ) = e ™! (calcul classique, vu en 2a).

Son taux de défaillance vaut :
() peHt
Rt (1) e ut

A(t)

On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en série, dont les durées
de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne dés que 'un d’eux
tombe en panne. On note T; la durée de vie de 'organe i, fr, la densité de sa loi qu’on suppose
exponentielle de parameétre ;. Déterminer la fiabilité du systéme et son taux de défaillance.

Le systeme tombant en panne dés qu'un des deux composants tombe en panne, sa durée de vie est
T = min(T;, T2). On sait alors d’apres 3b que T — & (1] + [2) et on déduit des calculs de 9a que la
fiabilité vaut e~ (M1+H2)? et Je taux de défaillance p + pa.

On suppose que le systéme est composé de deux organes 1 et 2 montés en parallele, dont les
durées de vie sont supposées indépendantes, ce qui implique qu’il tombe en panne quand les
deux organes sont en panne. On note T; la durée de vie de I'organe i, fr; la densité de saloi qu'on
suppose exponentielle de parameétre |1;. Déterminer la fiabilité du systeme.

Cette fois, le systeme ne tombe en panne que lorsque ses deux composants sont tombés en panne
:onaT =max(Ty,Tp).

On a alors vu en 3a que Fr = Fr, Fr, et donc la fiabilité est donnée par

Rr(f) = 1-Fr() =1-Fp,(OFr, (0 =1-(1-e "MH(1-e ") (pourt=0)

En simplifiant :
V120, Ry(r) = H1TH)E_ pmtl _ pmhizl

10. Soit ¢, g la fonction définie par

ﬁ n-1_-pt :
Pup(0) = (n—l)!(ﬁn e si =0
0 si t<0

o1 § > 0 est une constante strictement positive et » un entier naturel non nul.

(a) Vérifier que ¢, g est une densité de probabilité (loi d’Erlang).

Il est clair que ¢, g est positive, et continue sauf éventuellement en 0.

Calculons, sous réserve de convergence :

f+oo(p (lf)dz,‘:fJroo P @en" e Pldr= ! f+oou”_1e_“du
I L o (n-1)! (n-1!Jo




en posant u = pt.

On a la convergence de cette derniére intégrale par test de Riemann, comme fait en 1b.

Deplus, [ u" e *du=EX"!) ot X— &(1) ; d’aprés 1c on a donc
+o00 1
f u" ledy= ——
0 (n—1)!

+00
f (pn,f,(t)dtz 1
—00

et ¢,,p est bien une densité de probabilité.

ce qui donne finalement :

n-1 (ﬁt)k
)y

Rr(H=e Py 22
Tt =e P

On sait :

+00
P @n" e Prdr=

+00
Vx=0, RT(x)zf Lpn,f,(l')dIZf
X X

Soit A > Bx : on effectue une IPP (ttes les fonctions en jeu sont €*) :

(b) Onsuppose que T a pour densité la fonction ¢, 3. Montrer que la fiabilité a la date ¢ est

X

A A A
f u" e du= [—u”flefu]ﬁx+(n—l) u"2e "du
X

Px
Pour A — +oo et avec des croissances comparées on obtient :
+00 A
f u e Udu=Px)" e P+ -1 | u?
X Px

et donc en divisant par (n—1)!>0:

e “du

oo _ B0 e, 1 f " 2o gy

RT(x):;f W letdu= e PY 4+
(n—1)!Jpx (n—-1)! (n—-2)!

On peut itérer cette opération pour obtenir :

+00 n-1 n-2
Rr(x) = : f W letdu= GE) e Px 4 (2D e P
(n—1)!Jpx (n—1)! (n—2)!

B0 e, B0 g

T (n-1) (n—2)!
n—1 k
_ _ﬁx Z (ﬁx)
=e _—
iz Kk
11. Soit yp , la fonction définie par
t -1 _(z\p
_ E (—) e ['1) si t=0
Wen(M=4 nln
0 sinon

oufp=1,n>0.

(a) Vérifier que Wp,n est une densité de probabilité (loi de Weibull).

Il est clair que gy, est positive, et continue sauf éventuellement en 0.

Calculons, sous réserve de convergence :

+00 +0 B (¢ p-1 _(g)ﬁ
t dt=f —(—) N dt
f-oo Ve () o nln) €

+o0o
+ ..+@e_l3x+f

X

1!

X

- @e‘ﬁx +e P

1 +00
f W letdu
(n-=1)! (n—1)!

e “du



t\P Alak
On peut poser u = (—) dans cette derniere intégrale. Alors du = E (—) dtetona
n

+0o +00
f wﬁ,n(t)dtzf e “du=1
—00 0

donc yj ;, est bien une densité de probabilité.

(b) On suppose que T a pour densité la fonction ;. Déterminer la fiabilité Ry (7) et le taux de dé-
faillance A(¢) ala date t.

Avec le méme changement de variable : Soit x=0etA= x:

A A p-1 (r\p (AP
f IVp,,q(t)dt:[ E(E) e_(“] dt:f ! efuduzexp(—(x/n)ﬁ)—exp(—(A/n)ﬁ)
X (

x N\n x/m)P
— exp (—(x/r])ﬁ) pour A — +o00
et donc
+00 x\P
RT(x)zf Yy (£)di =exp (——)
x n
et on a ensuite -
(x) -
Alx) = m = E (f) pour tout x =0
Rr(x) nin

(c) Etudier tli1+n A(?) en fonction de la valeur de 5.
—+00

On asupposép=1etn>0.

lim A(x)= lim Ech’
x—+00 X—+00 nﬁ

-1

1
et celle limite vaut — sif =1, et +oosip > 1.
n

3 Systeme Poissonien

On considere maintenant un systéme dont le fonctionnement est défini comme suit : pour tout réel 7 positif,
lavariable aléatoire N; a valeurs entiéres représente le nombre de pannes qui se produisent dans I'intervalle
[0, £]. On considere que le systéme est réparé immédiatement apreés chaque panne.

On notera en particulier que pour s < f,onaN; < Nj,.

On suppose qu'on a les quatre propriétés suivantes :

* Np=0et0<P(N;=0) <1 pour tout ¢ > 0.

* Pourtousréels 5y, 11,..., I, telsque 0 < o < 1) <--- < f, lesvariables N, ,N; —N;,N;,—Ny,...,N;, =Ny,
sont mutuellement indépendantes (accroissements indépendants).
e Pour tousréels set f telsque 0 < s < £, N;,—N; suitlaméme loi que N;_; (accroissements stationnaires).
P(N, > 1)
77—
h—0,h>0 h

On pose, sous réserve d’existence, pour tout u > 0 et pour tout s dans [0,1], G, (s) = E(s"*) , avecla convention
00=1.

12. (a) Justifier que pour tout u = 0, G,(s) existe pour tout s dans [0,1] et qu’on a, pour tout s dans [0,1],

+00
Gu(s) = Y P(N, = k)s*
k=0

Par théoréme de transfert, E(sN«) existe ssila série ¥ k skP(Nu = k) converge (absolument, mais c’est
de toute facon une SATP).
Or0s<s<1,donc:

VkeN, 0<s*P(N, = k) <P(N, =k)



etla série de tg P(N,, = k) converge (de somme 1).
Par comparaison de SATP on en déduit que ) skP(Nu = k) converge, et on a donc

+00
E(sN) = Gu(s) = Y sFP(IN, = k)
k=0

(b) Montrer par ailleurs que, pour tous réels u et v positifs ou nuls, et pour toutréel stelque0 < s < 1,
ona:
Gu+v(8) = Gu(9)Gy(s)

Gyip(s) = E(sNutv). On remarque alors que N4, = N, + (N4, —N,) et que les deux variables N, et
(Nyu+y —Ny) sont indépendantes par la seconde propriété donnée en préambule. Par coalitions, les
variables sV« et sNu+v~Nu) 5ont également indépendantes, et on peut écrire :

E(SN””) — E(SNusNLH-u*Nu) — E(sNu)E(sNuw*Nu)

Enfin par la troisieme propriété donnée en préambule, N, — N, et N, suivant la méme loi ; donc
sNurv=Nu ot §Nv ggalement, et donc

E(sNurvy = E(sNo)E (™)

ce qui donne bien
Gu+v(8) = Gu($)Gy(9)
(c) Endéduire: VneN, Vu=0, Guy(s) = (Gu(s)".
On procede par récurrence sur n € N :

e Pour n =0, on a & démontrer Vu = 0, Go(s) = G,(s)° =1; or Go(s) = E(sN) =E(s%) =1: la
propriété est vraie au rang 0.

e Soit n € N fixé ; on suppose G, (s) = (G,(s))". Soit u = 0.
ALt G411 (8) = G+ 1(8) = Gy ()Gyu(s) = (Gu(8)) " Gu(s) = (Gu(s))"+1 d’apres 12b et 'hypothése
de récurrence ; et on a bien I'hérédité.

* Finalement: VneN, Vu =0, Guy(s) = (Gu(s))".

13. Onfixe stelque0<s<1.

(a) Montrer que G (s) > 0.
Gi(s) = E(s™) = ZZZ‘(’) P(N; = k)s* =P(N; = 0) + Y13 P(N; = k) (y compris pour s = 0 avec 00=1);
or P(N; = 0) > 0 par la quatrieme propriété donnée ; et les autres termes de la somme sont positifs
(s=0); donc on abien
Vs=0,Gi(s)>0
On pose 0(s) = —1In (G; (s)) et, pour u =0, W(u) = G, (s).
(b) Montrer que y(k) = e %) pour tout ke N.
(k) =Gi(s) = (Gl(s))’c d’apres 12c; et avec 0(s) = —In (G (s)) on a G (s) = exp(—06(s)) ; et donc
W(k) = (exp(—0($))F = exp(~k0(s))

1 -1g
(c) Soit g un entier naturel non nul. En considérant G,,,(s), montrer que y (5) =e 4 © .

Toujours avec 12¢, on remarque que
(G1/g(NT =Gyaig)(s) =Gi(s) = exp(-0(s))

En prenant la puissance 1/q il vient donc Gy,4(s) = (exp(=0(s))) /9 = exp(— %6(3)).

(d) Montrer que si p est un entier naturel, et g un entier naturel non nul, on ay(r) = ¢ "%® otion a

. p
posér=—.
q

On combien les propriétés précédentes :

1 p
VpeN, geN", w(r) =Gp/q(s) = (Giyg(s)P = (exp(—aﬁ(s))) = exp(—se(s)) =exp(—r0(s))
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On admet qu'on a en fait : pour tout réel positif u, G, (s) = e”“0),

G -1
(e) En déduire que pour tout s€ [0,1], lim h(;) =-0(s).
h—0,h>0 h
Avec ce qui précede :
Gp(s)—1 e M0 _1 —h0(s)
A 0,1], = ~ =-0
selod, = n nlor h )

d’ot1 1a limite recherchée... si 0(s) # 0.
Gp(s)

-1
Mais si 6(s) =0 on a Gy(s) = e 190) = 1; et donc — =0 tend bien vers 0 = —0(s).

14. Montrer par ailleurs que pour tout s € [0, 1],

+00

Gu(s)=1=P(N, =1)(s—1)+ Y P(Nj, = k) (s - 1).
k=2

OnaGyu(s)—-1= (ZZ?& PNy, = k)sk) —1 et on peut ruser en écrivant 1 = Z;gf(’) P(Ny, = k) ; de sorte que

+00 oo
Gp(s)-1=Y PN =k)(s"-1)=0+PN,=1)(s- 1+ Y PN, =k)(s* - 1)
k=0 k=2

en isolant les termes k =0 (nul) et k = 1.

Plus directement, on peut partir de I'expression a trouver et reconnaitre une espérance :

+00 +o00
PN, =D(s-D+ Y PN, =k (s -1)= Y PN, = k) (s* 1) = E(N —1) =E(N") — 1 =Gy(s)
k=2 k=1 =~

avec un théoreme de transfert pour I’égalité en accolade (NB : le terme k = 0 «manquant» dans la somme
donnant 'espérance est nul.)

PN, =k)(sF-1) 0

15. Montrer que pour tout s € [0, 1 lim
quep [ ]’h——o,h>0k§2 h

P(Nj, > 1)

On utilise la propriété — 0 (donnée en préambule).

Pour tout s dans [0, 1], pour tout ke N, ona -1 < s¥-1<0.
Ceci donne, pour h>0:

_ _ k
PNy=k) _PNy=RGE-D
h h

et en sommant de 2 a +oo on voit apparaitre P(Ny, > 1) =Y ;- P(N, = k) :

+00 _ k_
_P(Nh>1):_EZP(Nh:k)sP(Nh—k)(s D _,
h h, h

et par théoreme des gendarmes et avec ’hypothese rappelée on en déduit bien :

PPN, =K)(sF -1
vseo,1l, lim Y cr=REZD_,
h—0,h>0 (= h

P(N,p=1
16. (a) Endéduire qu'il existea = 0telquea = lim PO =D
h—0,h>0 h

On reprend I'expression trouvée en 14 en divisant par 2> 0:

etque pour pour tout s € [0,1],0(s) = a(l —s).

_ - 0PN, = k)(sk -1
Gp(s)-1 _PMNy, 1)(5_1)+Z,c:2 Np=k)(s*-1)
h h h

Pour h — 0" :
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17.

-1
. Gn®-1 —0(s) (question 13e)

h
LIS PNy = k)(sF-1)
. — I — 0 (question 15)
et donc PN, = 1)
L(s— 1) =—0(s)
h—0,h>0
PN, =1 0(s
ce qui s’écrit aussi, pour s #1: . liorrhl o ( }}lz ) =3 ( )1 Cette derniére limite est en fait indépen-
Z0,h> -

dante de s ('expression de gauche ne faisant pas intervenir s) : notons-la a.

On obtient alors : pour tout s € [0, 1[, 6(s) = a(1 — s).

Pour étendre a s = 1 il faudrait avoir 6(1) = 0.

or en revenant a la définition : 6(1) = —In(G1(1)) = —In(E(1N1)) = —=In(1) = 0 ; et donc la formule
trouvée est en fait valable pour tout s de [0, 1].

(b) En considérant G, (0), montrer que o > 0.
+00

Gu(0)= ) PN, = k)0F = P(N,, = 0) d’apres 12a avec la convention 0° = 1.

k=0
Par hypothese faite en début de partie, 0 < P(N,, =0) <1 donc 0 < G,(0) < 1.
On a aussi G, (0) = e”“0© < 1 d’apres le résultat admis dans la question 13, donc —u0(0) < 0 (avec
u > 0 quelconque), donc 6(0) > 0 On a enfin « = 6(0) d’apres 16a: d’ol1 a > 0.

On fixe un temps u > 0. Montrer que pour tout s € [0,1],

+00 +o0 k
Gu(S) = Z PN, = ]C)Sk = Z (e_om_((xu) )Sk.
k=0 =0 k!

On récapitule : d’apres la question 13, G, (s) = e~ “00) = ¢=0#(1=9) ep ytilisant 16a.
On a alors

+00 (xkuksk +00 (O(Lt)k
_ ,—Qu ous _ ,—au _ —-ou k
Guls) = e MM =™ )" k' =) le |
k=0 : k=0 :
o (a)®
Cerésultat permet de montrer que : pour tout u > 0, pour tout ke N,P(N, = k) =e - : autrement

dit, la variable aléatoire N, suit la loi de Poisson de parameétre au.

Une famille de variables aléatoires ayant les mémes caractéristiques que la famille (N) ;¢ est un processus
de Poisson et la constante o s’appelle le parametre du processus de Poisson.

18.

19.

Soit T la variable aléatoire désignant la date de la premiére panne. Soit ¢ > 0. Comparer les événe-
ments (T > t) et (N; = 0). En déduire que T suit la loi exponentielle de parametre .

(T > t) est réalisé ssi la premiére panne survient a un temps > ¢ ; donc ssi au temps ¢ il n'y a encore eu
aucune panne ; donc ssi N; =0. On a donc P(T > ) = P(N; = 0) ; et d’apres ce qui précede, N; — 22 (at),
d’olt on tire P(N; = 0) = e %,

Onadoncmontré: V>0, P(T>f) =e *;donc

Vi>0,P(T<sn=1-e%

etpour t <0, P(T < ) =0 car t est a valeurs > 0.
Ainsi,
T— &)
Pour  positif fixé, on pose pour £ réel positif, N, = N, , — N,.

N:., — N; est la différence entre le nombre de pannes survenues avant ¢, et le nombre de pannes surv-
enues avant ¢ + i ; c’est donc le nombre de pannes survenues dans l'intervalle de temps 1z, £ + hl.

(a) Montrer que N, est la variable aléatoire qui représente le nombre de pannes survenues dans
Pintervalle de temps | ¢, ¢ + h].
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(b)

(©

(d)

Montrer que la famille (Np) pso estun processus de Poisson de parameétre a.
D’apres les propriétés des Ny, N}, = Ny, — N; suit la méme loi que Ny, ; on a donc les propriétés 1 et
4 du début de partie.

On remarque ensuite que
Np=Ng=Npp =Ny = (Npg =N =Npgjy = Ny

N}, — N suit donc la méme loi que Nyyh—(+k = Np—g qui suit encore la méme loi que Nj_r:ona
montré la propriété 3 ;

Enfin, Nj, - Nj = N, 1, — Ny 4, ce qui montre que si les N, vérifient la propriété 2, les Ny, le vérifient
également.

(N7,) =0 est donc bien un processus de Poisson.

Le paramétre s’obtient en observant la loi de Ny, qui est celle de N, : le parameétre est donc le méme,
a savoir a.

En déduire que la premiére panne survenant apres la date ¢ se produit a une date suivant la loi
exponentielle de parametre o.

Si on fixe I'origine des temps a la date ¢, le processus de Poisson permettant de mesurer I'instant de
la premiére panne est (Nh).

En reprenant la démarche de la question 18 : N}, est le nombre de pannes entre ¢ et £ + 1 ; donc la
premiére panne apres f arrive apreés ¢ + h ssi Ny, = 0.

D’ol, en notant T la date de la premiére panne apres ¢ (mais en prenant pour origine ¢ ; donc si la
premieére panne apres t arrive a £+ 1 on aura en fait T = 1... énoncé trop flou sur ce point) :

P(N, =0)=P(T> h)

et comme en question 18, on trouve
T— &)

En déduire que le processus de Poisson a la propriété que, pour chaque date r donnée, le taux de
défaillance du systéme apres ¢ est constant.

A chaque ¢ donné, la durée avant la prochaine panne suit &(a) ; donc on a un taux de défaillance o
d’apres la question 9a.

Le taux de défaillance est donc bien constant.
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