ECG2B Année scolaire 2022-2023
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Devoir maison n°1-1bis
Corrigé

Exercice 1 (DM1)

Soient les matrices de .#» (R) suivantes :

On note & = Vect(A,B,C,D).

1. Montrer que la famille (A, B, C,D) estliée. Qu'en déduire sur dim (%) ?

11 est difficile de repérer une relation de liaison sans calculs supplémentaires. Cherchons donc a quelle
condition les réels A1, A2, A3, A4 sont solutions de

AMA+AB+A3C+A4D=0

(on a noté 0 la matrice nulle).

En examinant les coefficients de la matrice A;A+ A2B + A3C + A4D, on obtient que cette matrice est nulle
SSi

)\1+)\4=0
2)\2+)\3+4)\4=0
A +A3—Ag=0

“A+A2+204=0

On peut par exemple injecter A4 = —A; dans les lignes 2,3,4 du systéme pour obtenir :

A=)\ Ag=—-)\;
A=)\
—4A1+2A2+A3=0 A3 =2\
< < 7\3 = —2)\1
2A1+A3=0 —6A1+2A2=0 A = 30
—3A1+A2=0 —3A1+A2=0 2T !
Ce systeme admet des solutions non nulles (par exemple A; = 1,A2 = 3,A2 = =2,A4 = —1) ; la famille

A,B,C,D est donc liée.

On savait déja que dim % =r1g(A,B,C,D) < 4; le fait qu’'on ait une famille liée fait qu'on a en fait dim % < 3.

2. Montrer que (A, B,C) est une base de %. Donner le rang de la famille (A, B,C,D).
On doit donc trouver une base de %. La solution non nulle du systéme fournit la relation de liaison
A+3B—-2C-D =0; on peut donc par exemple écrire D = A+3B—-2C, ce qui implique que Vect (A,B,C,D) =
Vect (A, B, C) et (A,B,C) est génératrice de &. Il reste donc a montrer que la famille (A, B, C) est libre.

On cherche alors les solutions de 1'équation A;A+ A2B + A3C = 0 ; cette équation équivaut au systéme
traité précédemment, avec A4 = 0. En reprenant les calculs, on trouve

0=-A\
AMA+AB+A3C=0< A3 = —2)\; oA =A=A3=0
A2 =3A;

La famille (A, B, C) est libre : c’est donc une base de %, et on a dim(%) = 3.



3. Lamatrice (_0 (1)) appartient-elle a # ? Si oui, donner ses coordonnées dans la base (A, B, C).

2

. . . . , 0 o0
On recherche cette fois I'existence (et leur valeur, s’ils existent) de A1, A2, A3 réels tels que (_ 9 1) =

A1A+ A2B + A3C. Ceci équivaut au systeme

A1 =0
202 +A3=0
Al +A3=-2
—A1+)\2=1
dont la résolution donne :
A1 =0 A1 =0
1 1 AL =0
2A2 +A3=0 20 +A3=0 (®
=2 < )\221
Al+A3=-2 Ag=-2
As=—2
—)\1+)\2=1 )\221

(notons que les trois valeurs sont connues sans avoir besoin de I’équation (*) ; il faut par contre que cette
équation soit vérifiée, faut de quoi le systéme n’admettrait pas de solution).

Donc (_02 (1)) €e%,etona (_02 (1)) =B - 2C (prendre le temps de vérifier ce calcul...).

4. Montrerquegz{(z Jt/ x+z=y—2t}.
Notonst{(JZc J;) x+z=y—2t}.

De maniere classique, on a (par exemple) :
_)(x o _Jf{y-2t-z y . _ 1 1) (-1 0) (-2 0
G—{(z t) X+z=y ZI}—{( t) x,y,treels}—Vect((O ol'l1 ollo 1

z
N . s s . 1 1) (-1 0\ (-2 0 . ,
Un systeme immeédiat a résoudre montre que la famille o ol'l1 , 1 est libre, donc c’est une

base de G, et dim(G) = 3 = dim(%).

On montre ensuite que & < G : en effet, A,B,C sont des éléments de G (leurs coefficients vérifient bien
x+z=y-2t);Gétant un sev, on a donc Vect (A, B,C) cG.

Par inclusion et égalité des dimensions, ona & = G.

Exercice 2 (DM1) / Exercice 1 (DM1bis)

On considére les matrices :

1 00 01 0 0 0 1
[=10 1 O0|,J=|0 O 1|, K=[{0 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 O

On note & = Vect(1,],K).

1. Donner une base et la dimension de .%.

Par définition, (I,],K) est génératrice de &. Regardons si elle est libre : soient A1, A2, A3 des réels tels que

0 0 O
)\11+)\2]+)\3K=(0 0 0).
0 0 O
A A2 A3 0 0 O
(0 . Az)z(o 0 0)
0 0 A 0 0 O

On obtient :



et donc clairement A; = A, = A3 = 0: la famille est bien libre.
On peut donc conclure que (1,],K) est une base de &%, et donc dim(&) = 3.

2. Calculer les produits 12, K2,]JK,KJ. En déduire que F est stable par produit, c’est-a-dire :

v(M,M) e F2, MM € &

Des calculs sans difficulté donnent : J> =K, JK =KJ = K? = 0_y, -
Soient alors deux matrices M et M’ de %. On peut écrire :

M=al+bJ+cK et M =dT1+bJ+c'K
et donc

MM’ = (al + b] + cK) (a'T+ b'] + ¢'K)
=adl+ab'T+ac’K+baJ+bb 1> +bc’ JK +cd’K+cb' KJ +cc’ K2
~—~—~ ~—~—~ ~—~—~ ~—~—
=K =0 =0 =0
=aa'l+ (ab' + ba')] + (ac' + bb' + ca')K

et on obtient bien une matrice de Vect (I,],K) = &.
Z est bien stable par produit.

3. On s'intéresse a P'inversibilité des matrices de &. Pour (a, b, ¢) € R%, on note M(a, b, ¢) = al + bJ + cK.
(a) Montrer que M est inversible ssi a # 0.
a b ¢
On écrit explicitement : M(a,b,c)=|0 a b|.
0 0 a

Cette matrice est triangulaire, donc est inversible ssi ses coefficients diagonaux sont tous non nuls
; donc ssi a # 0.

(b) Pour (b,c, x,y) € R%, calculer le produit (I+ bJ + cK)(I+ xJ + yK). En déduire M(1, b, c)"!.
On reprend le calcul précédent avec ces nouvelles notations ; il vient :

I+bJ+cK) (I+xJ+ yK) =1+ (b+x)]+(y+bx+c)K

M, b,c)"! est l'unique matrice N telle que M(1, b, ¢)"IN =1 (on sait qu’elle existe d’apres la ques-
tion précédente car 1 # 0).

On peut alors chercher x et y tels que
b+x=0
y+bx+c=0
ce quidonne x=-bety=-c—bx=b>-c.
Ainsi:
(I+bJ + cK) (I- bJ + (b* = 0)K) =1

ce qui montre que I - bJ + (b? - )K= I+ bJ +cK)"!; ou encore :
M@,b,¢) ' =M1, -b,b* -¢)

4. Ons'intéresse maintenant aux puissances de la matrice M(1,1,1) =1+J+K.

(a) Exprimer (I+]+ K)2 et(I+J+ K)3 comme des combinaisons linéaires de I, ], K.
Avec x = y = a = b dans le calcul précédent, on trouve

I+J+K?=0+J+KI+J+K) =1+2] +3K

et
I+J+K3=0+J+K?0+J+K) = (+2J +3K)(I+J +K) =1+ 3] +6K



(b) Justifier que pour tout entier n € N, il existe trois réels a,, b, c,, tels que
(1+7+K)" = ayl+ bpJ + ¢, K

(on rappelle que pour toute matrice M, M° = 1.
Justifier que ces réels sont uniques.
Exprimer a1, by+1,cn+1 en fonction de ay, by, .

Comme & = Vect(I,],K) est stable par produit, ona: VneN*, (I+J+K)" € #. De plus, (I+]J+K)? =
le&.

On a vu que (I,],K) est une base de & : (ay, by, ¢,,) sont donc les coordonnées de (I+] +K)" dans
cette base, et sont donc uniques.

SoitneNfixé;ona (I1+J+K)" =a,l+b,] +c,K.
Alors :

I+J+K" ! = 0+J+K"A+]+K) = (anl+ by) + KA +] +K) = a1 + (an + by)J] + (an + bp + cp)K
et on lit directement, par unicité, que
ani1=0an, bpy1=a,+by, cpy1=an+by+cy

(c) Déterminer la valeur de a, pour tout n € N ; puis de b, pour tout n € N.

On commence par remarquer que : I+J+K)?=1=1xI1+0x]J+0xK; ce qui donne par unicité
a():l, bOZO,C():O.

On a pour tout entier n, a,+1 = a, ; donc la suite (a,) est constante. On a donc
VneN, a,=ap=1

La seconde relation de récurrence devient alors Vn € N, b,+1 = b, +1; ce qui montre que (b,) est
arithmétique, de raison 1. Comme by = 0, la formule des suites arithmétiques donne

VneN, b,=n

nn+1)
(d) Montrer:VneN, ¢, = —

En injectant ce qu'on vient de démontrer, on a:

VneN, cpr1=cp+n+1

nn+1
On peut alors montrer par récurrence la propriété proposée : soit 2(n) : «c,, = %»
00+1
* Initialisation: pour n=0,0onacy=0= ( ) 1 22(0) est vraie.
nn+1
* Hérédité : soit n € N fixé ; on suppose que ¢, = %
Alors
nn+1) n (n+1)(n+2)
Cn+1:Cn+(n+1):—+(n+1)=(n+1)(—+1)=—
2 2 2
etonabien Z(n+1).
nn+1)

¢ Conclusion: on a bien, pour tout neN, ¢, = >
5. On rappelle que pour M inversible, on définit M~" = (M’l)n. Montrer, a I'aide de ce qui précede, que
pour tout entier 7 > 0,0on a

(I+I+K)_n=I—nI+—n(n2_ Dy

. . nn+1) nn+1)
Onvient de voir: Vn >0, (I+]+K)":I+n]+TK=M 1,n,—|.

2



La question 3b montre alors que

(1+7+K) "= (@+7+K)")"
_( n(n+1)))
:M(l -n,n n? n(n2+1)) question 3b
:M(l,_n,n(n—_l))
2
(I+I+K)_"=I—n]+mK

Exercice 2 (DM1bis)

On s'intéresse dans ce probléme a la notion de sous-espaces supplémentaires.

Définition 1. Soit E un espace vectoriel, et F et G deux sous-espaces de E. On dit que F et G sont supplémentaires
dansEssiona:

e VxeE, F(u,v)eFxG, x=u+v;
e FNnG={0g}.

On notealors:E=Fe&G.

Un premier exemple
SoitE=R3,F=Vect((1,1,1)), et G={(x,),2) e R}|x+ y+ 2z =0}.
1. Montrer que FN G = {0g}.
Soit u € FNG. Alors :

e ueVect((1,1,1)) ; doncil existe a € R tel que u = a(1,1,1) = (a,a, @)

¢ y e Gdonclasomme de ses trois coordonnées est nulle ;doita+a+a=0:donca=0

Finalement u = (0,0,0) = Og. On en conclut que FNG c {0g} ; et comme O € FN G (F et G sont des sev) on
a finalement F N G = {0g}.

2. Soit (x, , z) € R3. On suppose qu’on peut écrire
(x,y,2)=a1,1,1)+(x,y,z) avecaeRetx'+y' +2z =0

Déterminer la valeur de a en fonction de x, y et z.

Sous cette hypotheése,onax=a+x', y=a+y’, z=a+z'. En sommant ces trois équations :
x+y+z=3a+(x'+y' +2z)=3a;etdonc

=0

X+y+z

3. Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

Soit (x,,z) € R3. 1l faut donc écrire (x,y,z) comme une somme de deux vecteurs : le premier étant

dans F et le second dans G. Si une telle décomposition existe, c’est celle de la question précédente, et
X+y+z

Vérifions alors que ceci donne bien une solution : on écrit

X+y+z X+y+z x+y+z L
x’ ’Z: ) ’ +x’ ’z
O 7 e RNCINAED
ce qui donne
X+y+z 2x-y-z -X+2y—2z -x—-y+2z
X =x-2PVFE y et de méme y'=—y et o= 2 Y¥EZ

3 3 3 3



On obtient finalement la décomposition :

(x,,2) = (

X+ty+tz x+y+z x+y+Z)+(2x—y—z —X+2y—z —x—-y+2z
3 3 ' 3 3 3 ' 3

et on vérifie que le premier vecteur de cette somme est dans E, et le second dans G.
On a ainsi montré que F et G étaient supplémentaires dans E.

Un second exemple

On rappelle qu'une matrice M est dite symétrique ssi ‘M = M, et antisymétrique ssi ‘M = —M.

On note S, (R) 'ensembles des matrices de ./, (R) symétriques, et A, (R) 'ensembles des matrices de ./, (R)
antisymétriques.

1. Montrer que S, (R) et A, (R) sont des sev de ./, (R).
Pour S, (R) :

* 5B cttn®);
* si on note 0 la matrice nulle, ‘0 = 0 donc 0 est symétrique : S, (R) est non vide ;
¢ Pour toutesMeS,(R),NeS,,(R), A\eR:
‘AM+N) =AM+ ‘N=AM+N
la premiere égalité venant par linéarité de la transposition, et la seconde car M et N sont supposées
symétriques.

On en conclut que AM +N € S, (R).

Par ces trois points on peut conclure que S, (R) est un sev de .4, (R).
Le raisonnement est similaire pour A, (R).

2. Donner une base de S3(R) (une base de A3 (R) a été obtenue en TD...).

a b c
Méthode similaire au TD : une matrice M=|d e f | estsymétrique ssi:
g h i

a b c a d g
d e f|l=(b e g
g h i c f i

On obtient 9 équations qui se rameénent assez rapidement au systéme :

d=b
g=c
h=f
Donc
a b
S3(R)={|b e f||(abcef i)eR®
c [ i
1 0 0\(0O 1 O\(0O 0O 1} (0 0 0\ (0 O 0\ (0 O O
=Vect{|l0o o0 o],/]1 o of,Jo o of,fo 1 o],J]o o 1],]J0 0 O
o o o/lo oo/\1 o0 of\lo ooflo1 o0 \o o1

1 1
3. Soit M € .4, (R). Montrer que la matrice - (M +'M) est symétrique, et que la matrice > (M-"M) est
antisymétrique.

On a, par linéarité de la transposition :
(‘M+' (M) =

t(% (M+tM))= (‘'M+M)

N | =
N | =



donc cette matrice est symétrique ; et

1

f(l (M—IM)) = 2 (M= (M) = 5 (M -M) =~ (M= M)

1
2 2

1
donc la matrice > (M - M) est antisymétrique.

4. En déduire que .4, ([R) =S,([R) & A, (R).

Enrevenant ala définition, on cherche a montrer que A, (R)NS ; (R) = {0}, et que toute matrice M € .4, (R)
s’écrit comme somme d’'une matrice de S, (R) et d'une matrice de A, (R).

* Pour le premier point : soit M € S, (R)NA,(R). M est symétrique donc ‘M = M ; M est antisymétrique
donc ‘M = —M. On déduit de ces deux propriétés que M = —M ; donc M = 0 (matrice nulle). Ainsi
Sn(R)NA,(R) = {0}

1
* On remarque ensuite que : YM € .4, (R), M = - (M+'M) + 5 (M—-"M) ; par les questions précé-

N | =

dentes, ceci donne la décomposition recherchée.

On a bien montré : 4, (R) =S, [R) ® A, (R).

Non-unicité du supplémentaire

On montre ici sur un exemple que si F est un sev de E, il existe au moins deux sev G et H de E, avec G # H, tels
que:

* Fet G sont supplémentaires dans E ;
¢ F et H sont supplémentaires dans E.

Soit E un espace vectoriel de dimension 5, F et G deux sev de E supplémentaires dont on note des bases
respectives (ug, Uy, u3) et (vy, v2).
Soit H = Vect (v; + ug, v2).

5. Montrer que v; + u; ¢ G (on procédera par I'absurde). En déduire que G # H.

Supposons donc, par I'absurde, que v; +u; est dans G. En décomposant sur la base de G on a des scalaires
a et f tels que
v+ U =av +Pre

relation qu’on peut écrire u; = (a—1)v1 +Pv2 ; ce qui montre que u; € G (car il s’écrit comme combinai-
son linéaire des vecteurs de G).

u; est donc dans Fn G. Or Fn G = {0} car ces espaces supplémentaires, et on a donc u; = Og.

Ceci est absurde car un vecteur de base ne peut pas étre nul.

On conclut donc que u; + v; ¢ G; comme ce vecteur appartient par ailleurs a H, on a bien G # H.

6. Montrer que F et H sont supplémentaires dans E.
11 s’agit de vérifier les deux propriétés qui définissent des espaces supplémentaires.
¢ Montrons que FNnH = {Og}.
On a évidemment Og € FN H. Par ailleurs, si x est dans FNH, on peut le décomposer sur les bases

de F et H fournies :
x=au; +Pup +yus =Alu; + v1) + pv

En exploitant la seconde égalité on obtient :
(@=MNug +Puz +yYus =Avy + dve

et ce vecteur est dans F N G ; donc est nul.
On en déduit :
(a—MNuy +[3u2 +yus =0 et Avy+ pHve = 0g

Par liberté des (v;), A, 1 sont donc nuls ; et donc x = Og.
On a bien montré que FNH = {0g}.



* Montrons que tout vecteur de E s’écrit comme somme d'un vecteur de F et d'un vecteur de H.
Pour cela on peut raisonnablement utiliser que F et G sont supplémentaires : il existe xg € F, xg € G
tels que x = xp + xG.

En décomposant xp et xg sur les bases respectives de F et G, on a l'existence de scalaires o, 3, Y, A, 1
tels que xp = au; +Puy + yus et xg = Avy + Hvy. Alors

X=auy +Puz +yus +Avy + lv2
Il reste a faire apparaitre les vecteurs de base de H, notamment u; + v;. On écrit :

xX=auy +Puz+yuz+Avy + Hve
=@—=Nuy +Puz + YUz +A(ug + v1) + uve

e€F €eH

et on obtient bien la forme voulue.



