ECG2B Année scolaire 2022-2023
Lycée Marcelin Berthelot Mathématiques

. Devoir maison n°2
A rendre pour le jeudi 6/10 (sans faute !!)

Exercice 1 (algebre linéaire)

On note (i, j, k) la base canonique de R3. Soit f € Z(R%) définie par :

fy=i+k
f()=—-i+j-3k
fk)=j-2k

1. Donner Mat (f, %.). On note cette matrice A.
2. Déterminer Ker (f) et rg (f).

3. Calculer les vecteurs f2(i), f2(j), f2(k), f23), £2(), f2(k).
On réfléchira a une maniere rapide de répondre d cette question en utilisant A.

4. Montrer que (i, f (i), f2(i)) est une base de R3.
Soit g un endomorphisme de R® tel que fog=go f.
5. Montrer qu'il existe (a, b, ¢) € R tels que g(i) = ai + bf (i) + cf2(i).

6. Montrer qu'alors g = aldgs + bf + cf2.
On rappelle que deux endomorphismes sont égaux ssi ils coincident sur une base de E.

7. En déduire 'ensemble des endomorphismes de R® tels que fog=go f.

Exercice 2 (étude d’une suite récurrente)

|~

n
On pose, pour tout entier n supérieur ou égalal, v, = Z
k=1

P n 1
1. Montrer: Vx> -1, In(1+ x) < x. Endéduire: Vn=1, ln(—) < -

n+1 n+l
n—1

2. Pour tout n € N*, montrer que v, =1+ Z 1 puis que: v, <In(n) +1.
k=1

On considere la suite (u,) définie par

u0=1
1
VneN, upe1 =up+ —

Un
3. (a) Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est défini et strictement positif.
(b) En déduire le sens de variation de la suite (uy,).
(c) On suppose que (u,) converge vers £. Quelle équation vérifie alors £ ? Que peut-on en déduire sur
la suite (u,,) ?

. . 2 2 . 2
4. (a) Pour tout entier k, exprimer u;, , — u; en fonction de us.
n-1
(b) Endéduire que: ¥YneN*, uj =2n+1+ ) —.
k=0 Uy
(c) Montrer que: VYneN*, u%, =2n+ 1. Retrouver al’aide de ce résultat la limite de la suite (u;,).

5. (a) Alaide del'inégalité de la question 4c, montrer que, pour tout entier 7 supérieur ou égal a2 :
9 1
uy, <2n+2+5un_1

(b) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a2 :

5 In(n-1
ui<2n+—+¥
2 2

(c) En déduire finalement que uy e V2n.
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