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Exercice 1 (étude d’une suite récurrente)

On pose, pour tout entier n supérieur ou égalal, v, =

n 1
1. Montrer: Vx> -1, In(1+ x) < x. Endéduire: Vn=1, ln(—) < -

1
k=1 k

n+1 n+1

n—-1
1
2. Pour tout n € N*, montrer que v, =1+ Y 1 puis que : v, <In(n) +1.
k=1

On considere la suite (u,,) définie par

MOII
1
VneN, up =up+ —

Un

3. (&) Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est défini et strictement positif.
(b) En déduire le sens de variation de la suite (u;,).
(c) On suppose que (u,) converge vers £. Quelle équation vérifie alors £ ? Que peut-on en déduire sur
la suite (u,,) ?
. . 2 2 . 2
4. (a) Pour tout entier k, exprimer Ui, —ugen fonction de U
n-1 1
(b) En déduire que: VneN*, u,zl =2n+1+ Z —-
k=0 Uy
(c) Montrer que : Vn e N, u?l =2n+ 1. Retrouver a l’aide de ce résultat la limite de la suite ().
5. (a) Alaide del'inégalité de la question 4c, montrer que, pour tout entier 7 supérieur ou égal a2 :
2 1
U, <2n+2+ EV"_I
(b) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égala 2 :
5 In(n-1
u,z1 <2n+ - In(n—1)
2 2
(c) En déduire finalement que u, iat Van.
—+00
Exercice 2

Soit E = R3[x]. On définit I'application ¢ de la maniére suivante : pour tout P € E, #(P) est le polyn6me obtenu
en remplacant X par X + 1 dans I’expression de P(X).
Par exemple si P = X2, t(P)= (X+1)2;siP=1 (polyndme constant) ¢(P) = 1.

1. Montrer que I'application ¢ est un endomorphisme de E ; donner sa matrice dans la base canonique de

E. On note T cette matrice.

Si P est noté P(X), on pourra noter £(P) = P(X +1). Ainsi, si P(X) =X? -2, PX+1) = X+ 1)2-2=X?>-2X - 1.
2. On définit A € £ (R%) par A =t —1d, ou Id est 'identité de R3[X].

S A

Déterminer la matrice de A dans la base canonique.
Donner Ker (A) et Im (A).

Montrer que si deg(P) = k € [1, 3], alors deg(A(P)) = k—1.
Montrer que A* est 'endomorphisme nul.

En déduire que T* — 4T3 + 6T? — 4T + 1, = 0 s, ®)-

Déterminer 4 réels a, b, ¢, d tels que :

VPeR;[x],PX+4)=aPX+3)+bPX+2)+cPX+1)+dPX)



Exercice 3 : démonstration du théoréme du rang

On consideére ici une application linéaire de E (ev de dimension p) dans F (ev de dimension n) ; et f € Z(E,F).
On note r =rg(f).

1. Soit % = (x1,...,Xp) une base de E. Donner une famille génératrice de Im () ; en déduire que r < dim(E).
Soit (gg,...,€,) une base de Im (f). Il existe donc, pour tout i € [1, 7], e; € E tel que f(e;) =¢;.

2. Montrer que (ey, ..., e;) est libre.
On pourra considérer une combinaison linéaire nulle des e;, puis prendre son image par f.

3. Montrer que Vect(ey, ..., e;) nKer (f) = {0g}.
4. En déduire que, si (uy,..., ux) est une base de Ker (f), la famille (e, ..., e, u1,..., ug) estlibre.
On va maintenant chercher a montrer que cette famille est génératrice de E.

5. Soit x € E. Montrer qu'il existe des réels (A1,...,A;) e R" tels que
r
f) =) Aig;
i=1

;
6. Montrer alors que : x — Z Aie; € Ker (f) ; puis finalement que
i=1

x € Vect(ey,...,er, Ul,..., U)

On peut maintenant conclure.
7. Montrer que (ey, ..., e, Uy,..., Ui) est une base de E.

8. En déduire le théoréme du rang.



