ECG2B Année scolaire 2022-2023
Lycée Marcelin Berthelot Mathématiques

Devoir maison n°3bis
Arendre pour le 25/11

Exercice 1

k
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On admet dans cet exercice que, pour tout réel x €]1, 1], la série de terme général = converge absolument, et que :

E =-In(1-x)
—_— = — —_ x
ok
Préliminaires

n| [n-1} [n-1
1. Rappeler la formule du triangle de Pascal, qui relie les coefficients binomiaux ( k)’ ( r 1), ( k )
N . n m k-1 .
2. Montrer que pour tout n € N¥, pour tout entier r € [1,n],ona: . = Z 1 (on utilisera une somme

téléscopique).

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans cette partie sont définies sur un méme espace probabilisé
(Q,«,P).

Soit p un réel de ]0,1[. On pose g = 1 — p, et on considére une variable aléatoire X a valeurs dans N*, qui suit la
loi géométrique de parametre p.

3. Rappeler les valeurs de I'espérance E(X) et de la variance V(X) de la variable aléatoire X.
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4. On consideére la variable aléatoire Y définie par Y = X"

(a) Déterminer ’ensemble des valeurs prises par Y ainsi que la loi de probabilité de Y.
(b) Montrer que Y admet une espérance E(Y), que 'on calculera en fonction de p et g.

(c) Pour tout entier i supérieur ou égal a 2, établir 'existence de E(Y}) (moment d'ordrei deY).

5. SoitX; etX, deux variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans N*, qui suivent la méme loi géométrique

de parametre p. Onpose: S; =X;,S2=X; +Xp, Yo = S,
2

(a) Déterminer laloi de probabilité de chacune des variables aléatoires S, et Y».
(b) Etablir I'existence de I'espérance E (Y») de la variable aléatoire Yo.

(c) Calculer cette espérance en fonction de p et g.

6. Soientn =2, et (Xy,...,X,) nvariables aléatoires a valeurs dans N*, indépendantes, de méme loi géométrique

n
de parametre p. Pour tout entier n de N*, on pose S, = Z Xk-
k=1

(a) Calculer I'espérance E(S,,) et la variance V(S;) de la variable aléatoire S,.

(b) Montrer, par récurrence sur 1, que la loi de probabilité de la variable aléatoire S,, est donnée, pour
tout entier s € N*, par:

: : s—1 n_s—-n
sis<n, P(S,=5)=0; sis=n, P(S,=5) = lpq .
n_



n
7. Pour tout entier n de N*, on pose Y, = 3.
n

(a) Préciser I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire Y, ainsi que la loi de probabilité de
Y.

(b) Soit r unréel quelconque de [0, 1[. Montrer que, pour tout m € Z, la série (Z s ), est convergente.
s=1
En déduire, en particulier, 'existence des moments d’ordre 1 et 2, E(Y,) et E(Y2) de la variable
aléatoire Y,,.

Exercice 2

On dispose d'une piece équilibrée, qu’'on lance de maniére répétée. Pour n € N*, on note X;, la variable aléa-
toire qui vaut 1 si la piece donne Face au n-iéme lancer, et 0 si elle donne Pile au n-iéme lancer.

Soit p € [0,1] quelconque ; on souhaite, a partir de lancers indépendants de cette piéce, créer une expérience
de Bernoulli de probabilité de succes p.

1 1
1. Proposer une expérience pour p = 1 ; puis pour p = on pour p e N*.

2. On s'intéresse au protocole suivant: « On jette la piece jusqu’a 'obtention d'un Face. Si le premier Face
est obtenu lors d'un lancer pair, on considere qu’il y a succes, sinon il y a échec» .
On note S, : «obtenir un succes au n-ieme lancer» , et S : « obtenir un succes» . Donner P(S;) pour tout

. 1
neN*; en déduire que P(S) = 3
On considére maintenant un réel p qui s’écrit sous la forme :
X a

)5

n=1

n N *
on olt: VneN*, a,€{0,1}
3. Montrer que la série définissant p est convergente.

4. (a) Onjettela piece jusqu’a I'obtention d’'un Face. On note n le numéro du lancer correspondant a ce
premier Face et on pose Y = a;,.
On note A, I'événement : «on obtient le premier Face au n-iéme lancer » . Vérifier que

Pa,(Y=1)=ay

(on pourra discuter suivant les valeurs de a).
(b) En déduire que Y — ZB(p).
(c) Que vaut a, en fonction de n dans le cas de la question 2 ?
5. Application. Montrer que :
+Z°° ( Lo, 1 ) 1
= 23+4n © o4+dn | T g

1
En déduire un protocole expérimental renvoyant un « succes » (a définir) de probabilité 5

Remarque : on peut en fait montrer que la suite (a,),en+ €Xiste et est unique pour tout p € [0,1] : il s’agit du
développement binaire de p.



