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Exercice 1

1. Pour tout n € N, on définit la fonction g, : [0, +oo[— R par:

(- (n0+0)"
&= 02

(a) Etudier les variations de la fonction gy, définie sur [0, +oo| par: go(x) = RS
X
Préciser la limite de g, en +co, donner 'équation de la tangente en 0, et donner l'allure de la

courbe représentative de g.

8o est dérivable sur R, (composée de fonctions usuelles de dénominateur nonnul) ; V x = 0, g(’) (x)=
———— < 0donc g est strictement décroissante sur R,.

(1+x)3
Avec go(0) = 1 et g;(0) = —2 on trouve I'équation de la tangenteen 0: y = —2x + 1.

On obtient la courbe suivante :

(b) Pour n = 1, justifier que g, est dérivable sur [0, +co[ et montrer que :
Vxe[0,+o0f, g,0)=0 < n=2In(+x).

En déduire les variations de la fonction g, lorsque n > 1.
Calculer soigneusement lirP gn(x).
X—+00

Par les mémes arguments que dans la question précédente, g, est dérivable sur R, .

@+ 0" A+ 02 -2+ 0 In( + 0" (1407 (= 21001 + )

(1+x)4 B (1+x)3

Vx=0, g,(x)=

Sur R, In(1+x) et (1+x)3 sont positifs donc le signe de g, (x) est celui de n—21n(1+ x) ce qui donne
bien g/,(x) =0 < n=2In(1 + x).
En travaillant sur cette inégalité :

ni/2 nl2

g (=0en=2ln(l+x)ol+x<e o x<e"* -1



(on a utilisé la stricte croissance de exp pour la seconde équivalence).

n/2

On en déduit que g, est croissante sur [0, e™'2 _1] et décroissante sur [e™% — 1, +o0l.

E tX=1 li = li (in(x)™
nposantX=1+x, xirilwgn(x) =5 m —

= 0 par croissance comparée usuelle.
—+oo X2

(c) Montrer que, pour 1 = 1, g, admet un maximum sur [0, +oo[ qui vaut :

e ()

et déterminer lim M,,.
n—+oo
D’apreés les variations ci-dessus, g, atteint son maximum en x = e’”’? -1 ; de plus

M. = wm_n_ma+w”—nﬁjmw%"_muw_fﬁy
n=8n - (1+em'2 —1)2 - (en2)2 T ooen T\ 2e

. n . L o .
Avec lim — = +ooon asans forme indéterminée, lim M, = +oo.
n—+oo 2¢ n—-+oo

(d) Montrer enfin que pour toutn=1:
_ 1
gﬂm»;mo o

Calculons XETw x3/2 gn(x):

x3/2 x3/2 In(1+x)"

x3/2g,,(x) =——In(1+x)" ~ —-In(1+x)"=——— etcedernier équivalent tend vers 0
(1+x)2 x—+oo  x2 X

X)

1

. . . . 3/2

ar croissances comparées ; ce qui donne lim x x) =0 etdonc x) = o|l—=|
p p sceq Am x7e gy, (x) g0 = 3

2. On pose pour tout 7€ N:
+00
I, =[ gn(n)dt.
0

(a) Montrer que I'intégrale I est convergente et la calculer.

+00 1
Iy = — _dt.
0 ﬁ; 1+ 12

SoitA=0:0na A
1 A—+o00

fA 1 [ 1
dt=|-— 1
o (1+1n? 1+¢

donc Iy converge, et Ip = 1.

o L+A

(b) Montrer que pour tout entier n = 1, 'intégrale [, est convergente.
+o0o 1
I,= f gn(t)dt. Lafonction g, est continue sur [0, +oo[ ; de plusonavuque g,(x) = o|—=|.
0 X—+00 x3/2
+oo +00
Par critére de Riemann fl Bz dx converge, donc par comparaison de fonctions positives, .[1 gn(n)dt

+00
converge etdoncI, = gn(1)dt converge également.
0

(c) APaide d’une intégration par parties, montrer que :
vneN, I =(n+ DI,

On se place sur [0,A] avec A = 0.

A B A (ln(l + t)n+1
ﬁ gn+1(t)dt—ﬁ Wdt

ent————

1
On peut dériver £ — In(1+ )" en t — (n+1)——(In(1+1£))" ; et intégrer ¢ — .
P 1+ (D (n@+0) 8 1+ 0?2 1+1

Toutes ces fonctions sont €' donc I'IPP est légitime ; et on a



A n+l A A

(In(1+1) 1

fo (1+1)2 o+ + A (n+ )—(n( +0)"dt

ln(l +A)"+1 Adn(+0)"
+(n +1)f
Ta+0?
In(1+A)"*!
En faisant tendrre A — +oo, % — 0 et on obtient bien

*o0 (In(1+ £)"

f+°° (In(1+ )"
0 S a+n?

L dt—(n+1)f

ce qui est I'égalité demandée.

(d) Endéduire que:
VneN, I,=n!
C’est évidemment une récurrence.
¢ [p =1=0!(vu en question 2a)
e Sil,=nlalorsly;=(n+1)I,=(m+1)n!'=(n+1)!; dou’hérédité.

La propriété est bien établie pour tout n e N.

3. Pour tout 7 € N, on définit la fonction f,, par:

0 six<0

VxeR, fr(x)= 1 .
fn® { — gn(x) six=0
n!
(a) Montrer que pour tout 7 € N, f;, est une densité de probabilité.
3 propriétés :
1
* 0=0, g, est positive sur R, donc ﬁg" (x) = 0sur Ry ; ainsi f;; est positive sur R.

* g, étant continue sur R, f, est continue sur R sauf éventuellement en 0.

. +00 d _1 +00 d _I”_l
f_oo fn(x) x—afo gn(x) x=-_=

fn est donc bien une densité de probabilité.

On considére a présent, pour tout n € N, X;, une variable aléatoire réelle admettant f,, pour densité.

On notera F,, la fonction de répartition de X ;.

(b) Lavariable aléatoire X,, admet-elle une espérance ?
+00

+o0o
On examine la convergence absolue del'intégrale f X fr(x) dx donc la convergence de f xgn(x)dx
—oo 0
(la quantité a intégrer étant positive sur [0, +oo[ on peut omettre la valeur absolue).
On al’équivalent :

xgn(x) = al In(1 + x)" In(l + 0"
&n T 1+x2 x—+00 X

Inl+x)" 1

etpourx =2, — = — =0.
X X

e *°In(l+x)" . L .y . .

Ainsi, 'intégrale —— dx diverge par comparaison a une intégrale de Riemann divergente
2 X

+00 +0o
; et par équivalence de fonctions positives f xgn(x)dx diverge, et donc f xgn(x)dx aussi.
2 0

Ainsi, X;; n’admet pas d’espérance.



(c) QuevautF,(x) pour x<OetneN?

P
On sait que F;,(x) = f fa(O)dt.
—00
X

So x <0, f, estnulle sur ] —oo, x] et donc F(x) =f 0dr=0.
—00

(d) Calculer Fy(x) pour x = 0.
X x 1
Fo(x)=f fo(t)dtzfo go(n)dt = [_1_

+1]g

o 1

1+x

(e) Soitx=0etkeN*. Montrer que:

1 (n(1+x)¥
e T

C’est une IPP similaire a celle de la question 2c.

X k
Fr(x) = f fk(t)dt—k'f n+07 4,

1+1?
—l([—Lln(1+t) f — —(ln(l—i—t))k lar
Tkl 1+¢ 1+¢ 1+

1 ln(1+x)k+ k fx (1n(1+z:))’C 1
kK 1+x k' Jo (1+1)?
11n(1+x)k+ 1 fx (In(1 + £))*1
k' 1+x (k-1'Jo  (Q+0?

et on reconnait bien
Fe ) 1 (1n(1+x))k+F .
X)=————"— _1(x
k k! 1+x k=1

71 In(1 +x)k
ookl 1+x
On peut procéder par récurrence ; ou faire un téléscopage : la question précédente montre que

(f) Endéduire:Vx=0, VneN, F,(x)=1-

1 (n(1+ x)*

V,keN* F F
() —Fr_1(x) = “H 1ix

eton peut sommer celade k=1an (avecn=1):

71 (In(l+x)*

_k:IE 1+x
& 1 (na+x)k
Fn(x)—Fo(x) = k; ﬁT

n o1 (In(1+x)*
ok 1+x

Y (Fe(x) —Fro1(0) =
k=1

Frn(x) =Fo(x) -

1
OrFo(x)=1- s et on reconnait dans cette seconde partie le terme k = 0 de la somme : donc

71 (In(1+x)k
Pl =1-) ooy

0 1 (In(1+x)*
Enfin pour 7 = 0 on cherche a montrer Fy(x) =1— Z (In ) =1- ce qui est bel et bien
= k! 1+x 1+x

vérifié.



(g) Pour x € R fixé, déterminer la limite de F,,(x) lorsque 7 tend vers +oo.

Pour x <0, F,(x)=0 0.
Pour x = 0, on reconnait une série exponentielle !

n—+oo

71 (In(l+ )% n—ieo 1t (In(l+x)* 1 1+x
F,l0=1-Y — 1- =1- In(l+x)=1-——=0
n(X) kgbk! 1+x 1+xkz=‘b k! 1+xexp(n( ) 1+x
Ainsi :
VxeR, lim F,(x)=0
n—+oo
Exercice 2

Partie I. Etude d’une fonction f.

On consideére la fonction définie sur 'ensemble des réels positifs par :

1-e™* .
{f(x)— p si x>0
flo)y=1

1. Ecrire le développement limité de f(x) a Pordre 1, au voisinage de 0. En déduire que f est continue
sur [0, +ool.

Pour x — 0 on aaussi —x — 0, et donc

2 2
+o((-x)Y)=1-x+ 5+ o(x%)

e =1+(-x)+

ce quidonne f(x)=1- g + 0(x) au voisinage de 0.

f est continue sur ]0, +oo[ comme composée de fonctions continues ; et de plus avec le DL précédent
lin(l] f(x)=1= f(0) ce qui donne la continuité en 0.
X—

Finalement f est bien continue sur [0, +ool.

2. Déduire du méme développement limité que | est dérivable en 0, et donner la valeur de f'(0).

Le taux de variation en 0 s’écrit

1 x+o(x) 1
2

f(x)—f(O):

x—0 X

= —5 +0(1)

et donc f'(0) = lim fO-7©O = _1_
x—0 x-0 2

3. Justifier la dérivabilité de f sur I'intervalle ]0, +oo[ puis déterminer la fonction ¢ telle que :

P(x)

! —
V)C>0,f(X)—?

Sur 10, +o0], f est dérivable comme composée de fonctions dérivables sur leurs ensembles de définition.

Le calcul de la dérivée donne :

Txx—-(1-e ) x1 3 1+x)e*-1

x2 x2

Vx>0, f'(x)= ¢

ce quidonne @(x) = (1+x)e”*-1.



4. Ftudier les variations de . En déduire le tableau de variation de f qui sera complété par la limite de
f en +oo.

Cette fonction ¢ est a son tour dérivable sur R, ; et
Vx=0, @' =e*+1+x)(-e ) =-xe <0

donc ¢ est décroissante sur R..
P L o P(x) .
Comme ¢(0) = 0, on en déduit que ¢ est négative sur R, ; ainsi f'(x) = —;— est négative pour tout x >0
X

1
(car le dénominateur x? est > 0). De plus f’(0) = -3 < 0; de sorte que finalement :

f est décroissante sur R;..

En +o0, e7* — 0 et x — +oo donc f(x) — 0 par quotient.

1
fx) \

Partie II. Ftude d’une suite.

On introduit la suite (1) ,en+ définie par :

n
e
VneN*, un:f
o 1+u

_u
n

5. Démontrer que pour tout entier naturel 7 non nul :
1
up,=-Inn+1)
e

Donner la limite de la suite (u,,) ,en>*.

I s’agit de minorer la fonction a intégrer.
Soitn>0.0na:
YuelO,nl,0<su<n
u
>-1<-—x0
n
sel<e g
e—l e—u/n 1
< <
1+u 1+u 1+u

endivisantpar1+u >0

et on obtient en particulier :
efu/n -1

Yuel0,nj,
1

\%

+u 1+u
d’ol1 en intégrant sur [0, n] :

ne—u/n n e—l no1 n
f du 2] du= e_lf du=e! [ln(l + u)] =e lln(n+1)
o 1l+u o 1+u o 1+u 0

ce qui donne le résultat voulu.

1
6. Prouver l'existence de I'intégrale f fx)dx.
0

1
D’apres la question 1, f est continue sur [0, 1] (crochets fermés!) donc f f(x)dx est bien définie.
0



-X

1-e
. Montrer:Vxe[0,1], n < f(x).
1+nx
e . 1-e™”
Pour x €]0,1] on utilise 'expression de f(x) : f(x) =
Avecl+nx=nxona:
1-e¢7* l-e™* 1-e*
vV x€]0,1], n <n = = f(x)
1+nx nx X
l1—e®
Pour x=0: n——— =0et f(0) =1; 0 < 1 doncl'inégalité est encore vraie.

1+nx0

. Montrer que, pour tout entier naturel 7 non nul :

n o1 1
Osf du—unsf fx)dx
0 0

1+u

Examinons le terme central de cet encadrement :

noq noq ne—u/n nl_e—u/n
f du—unzf du—f duzf —du
o 1+u o 1+u o 1+u 0 1+u

. ) ) 1— e—u/n
Comme u = 0 sur le domaine d’intégration, on a e Wn <1;etdoncVucel0,n], T =
+u

e

D’ou par positivité de I'intégrale (les bornes sont bien dans I'ordre croissant) :

noq nl_e—u/n
[ = [ s
o 1+u 0 1+u

. u e L2
On pose maintenant x = — dans 'intégrale. Alors u = nx et du = ndx.
n

noq nl_e—x/n ll_efx 1 1—-e*
f du—un:f —dx:f ndx:f n dx
o 1+u 0 1+x o l+nx o l+nx

On reconnait dans cette derniére quantité le majorant de la question précédente. Comme :

—X

< f(x)

+nx

1 _pX 1
f n1 ¢ dxsf fx)dx
0 0

1+nx

1
Vxel0,1], n 1

on aen intégrant sur [0,1] :

On a donc finalement montré :

no1 ll_e—x 1
du—-u, = dx < d
fo 1+u U= tn nfo 1+nx . fof(x) .

ce qui donne I'autre inégalité de I'encadrement.

. Donner alors un équivalent de u,, lorsque 7 tend vers +oo.

En calculant I'intégrale, I'encadrement montré dans la question précédente s’écrit :
1
0<In(l1+n)—u, sf fx)dx=1
0

1
OnnoteI = f f(x)dx : I est un nombre constant !
0

On divise alors cet encadrement parIn(n+1) (>0desque n=1):

3 Up < I
Ind+n) In(d+n)

Vn=10<1

et on voit par le théoreme des gendarmes que



li

Up s oo . A Up
=0;cequis’écritaussi lim ——— =1; et donc finalement

ml-———
n—-+00 In(1+n) n—+oo In(1 + n)

Uy ~Ooln(n +1) et In(n)

n—+

(dernier équivalent a démontrer par vos soins...)

Exercice 3 : Etude d’un temps d’attente

Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2. Une réunion est prévue entre n invités que 'onnote I, I, ..., I,,.
Chaque invité arrivera entre I'instant 0 et 'instant 1.

Pour tout entier k tel que 1 < k < n, on modélise I'instant d’arrivée de I'invité I, par une variable aléatoire T
de loi uniforme sur P'intervalle [0, 1]. On suppose de plus que, pour tout réel ¢z, les n événements

(Tlsnr (ng t), ey (Tns [)

sont indépendants.

On notera F la fonction de répartition de laloi % ([0, 1]), et f une densité de cette méme loi.

1. Donner I'expression de F(x) et f(x) pour tout réel x.

2. Soit unréel ¢ appartenant a [0, 1]. Pour tout entier k tel que 1 < k < n, on note By la variable aléatoire
de Bernoulli prenant la valeur 1 si 'événement (T < ?) est réalisé et la valeur 0 sinon. On admet que
les conditions de I'expérience permettent de supposer les B;. indépendantes.

OnnoteS;=B;+By +---+B,.

(a)

(b)

(c)

Que modélise la variable aléatoire S, ?
Pour tout k, By vaut 1 sil'invité est 1a a I'instant ¢, et 0 s’il n’est pas encore arrivé. S; compte donc le
nombre d’invités que sont déja arrivés a l'instant ¢.

Pour tout k € [1, n], déterminer la loi de la variable B;.

Pour tout k € [1, n], B est une variable de Bernoulli car a valeurs dans {0,1} ; de plus P(Bx = 1) =
P(Tr<st)=t,car Ty — %([0,1]) et £ € [0,1] (expression de la fonction de répartition d’'une var suiv-
ant % ([0, 1])).

En déduire la loi de la variable aléatoire S;.
S; est une somme de variables de Bernoulli indépendantes, qui sont, d’apres ce qui précéde, de
méme parametre f. On en déduit que S; — %B(n, t).

3. Soit R, la variable aléatoire égale a I'instant de la premiére arrivée.

(a)
(b)

(©

QuevautR;(Q2) ?
Soit un réel ¢ appartenant a [0, 1]. Comparer 'événement (R; > t) et 'événement (S; = 0).
On aR; > ¢ ssile premier invité arrive strictement apres ¢ ; de maniere équivalente, ssi aucun invité

n’est encore arrivé a l'instant ¢ ; doncssi S; = 0.
Onadonc: (R; > 1) =(S;=0).

Déterminer la fonction de répartition de R; (qu'on notera F,).

Montrer que la variable aléatoire R; admet une densité et en déterminer une.

R; étant a valeurs dans [0, 1], F; est nulle sur ] — oo, 0[, et vaut 1 sur [1, +ool.

Vte[0,1], Fi() =PR, <) =1-PR; >1)=1-PS;=0)=1-(1-1".

Cette fonction de répartition est bien continue sur R (car 1 — (1 — )" tend vers 0 en 0" et vers 1 en
17), et € surR privé de 0 et 1. R; est donc a densité ; on en trouve une densité en dérivant F; sur
R\ {0, 1}. On obtient une densité f; donnée par

0sir<0
it =< n1-0"" si te)o,1]
0sit>1



et on compléte en posant par exemple f;(0) = f1(1) =0.

4. Soit R, la variable aléatoire égale a I'instant de la deuxiéme arrivée.
Montrer que la variable aléatoire R, admet une densité et en déterminer une.

C’est similaire a la méthode précédente. Ry > £ ssi, a I'instant ¢, on a au plus un invité arrivé ; donc ssi
S;<1.0nadoncPR.>1)=PS;=0)+PS;=1)=10-0"+nt(1- )" (loi binémiale) ; donc

Vie[0,1, PRo<n)=1-(1-0"-nt(1-n""
Par les mémes arguments, R, est a densité, et on obtient une densité g donnée par :

0 sité¢[0,1]
(0= -1 -2 -1 o
nl-0""'+nn-DtA-D"*-nd-0"" si te[0,1]

ou apres un peu de simplification :

= 0 sir¢[0,1]
ST = nra-nm2 si refo1]

5. Informatique.

Dans les codes qui suivent on supposera que les imports usuels suivants ont été réalisés :

import numpy as np
import numpy.random as rd
import matplotlib.pyplot as plt

(a) Ecrire un programme renvoyant la valeur minimale d’une liste L.
Algorithme classique.

def minimum (L) :
m=L [0]
for k in range(1l,len(L)):
if L[k]<m:
m=L[k]
return m

(b) Compléterle programme suivant qui prend en argument une liste (ouunnp . array) L delongueur
n = 2 et renvoie le «second plus petit élément» de L (c’est-a-dire le second élément de la liste
quon obtiendrait en triant les éléments de L par ordre croissant).

Par exemple cette fonction renverra 3 pourlaliste [0,4,3,5,17,4] ; et1 pourlaliste [1,2,4,3,1].



def second_plus_petit(L):
""" au cours de l’exécution de ce code,
ml sera le min des valeurs rencontrées,
et m2 le second plus petit élément """
if L[OJ<L[1]:
m1=L[0] # min
m2=L[1] # second min
else:
mi=L[1]
m2=L[0]
for k in range(2,len(L)):
if L[k]<ml: # nouveau min
m2=m1l
mi=L[k]
elif L[k]<m2: #nouveau second min
m2=L[k]
return m2

(c) Onrappelle que rd.random(n) renvoie unnp. array an éléments dont les composantes sont des
tirages de variables aléatoires indépendantes suivant la loi %/ ([0, 1]).
Utiliser la fonction codée dans la question précédente pour générer un tirage aléatoire de R;.
Il suffit d’exécuter rd . random (n), ce quirenvoie les temps d’arrivée des n personnes; et de récupérer
le second plus petit temps d’arrivée.
On écrit donc simplement

r2=second_plus_petit(rd.random(n))

10



