ECG2B Année scolaire 2025-2026
Lycée Marcelin Berthelot Mathématiques

Préparation Oral HEC

Séance 2 : Corrigé et remarques

Exercice a préparer (2024)

Soient N € N* et n € [0,N]. Un joueur arrive au casino avec une fortune de 7 euros et joue a la
roulette. A chaque partie, la probabilité de gagner vaut p avec p €]0,1[. Le déroulement d’une
partie est le suivant : le joueur mise un euro, s’il gagne on lui rend son euro avec un euro de plus,
s’il perd on ne lui donne rien.

Le joueur a décidé de s’arréter de jouer lorsqu’il aura tout I’argent disponible dans le casino, soit N
euros, ou lorsqu’il n’aura plus d’argent. On note T, la variable aléatoire représentant le temps de

jeu du joueur.
On admet que la variable aléatoire T,, admet une espérance notée [E (T ).

1. Question de cours : Enoncer la formule des probabilités totales.

Soit (A;)jer un systeme complet d’événements, et B un événement. On a:

P(B)=) P(A;NB)

iel
Sideplus: Viel, P(A;) #0 on peut aussi écrire :

P(B) =) Py, BPA))

i€l
2. Ecrire une fonction Python qui renvoie une simulation de la variable aléatoire T,,.

On initialise la fortune f du joueur a n, puis on 'augmente / diminue au gré des parties (victo-
rieuses avec proba p). On s’arréte des que la fortune vaut 0 ou N.

import numpy.random as rd
def simulT(n,N,p):
f =n
T =20
while £>0 and £f<N:
if rd.random()<p:

f = £+1
else:

f = £f-1
T = T+1

return T

3. Soit j € N*. On suppose dans cette question que n € [1,N—1].
Montrer que P (T, = j) = pP (Tps1=j-1)+ Q= p)P(Tp-1 = j - 1).

En lisant les quantités intervenant dans la formule a démontrer, on relie les événements :

* «terminer en j parties en partant d'une fortune initiale 7 » ;



e «terminer en j—1 parties en partant d'une fortune initiale n+1» ;

* «terminer en j —1 parties en partant d'une fortune initiale 7 —1» .

Il s’agit donc de distinguer selon le résultat de la premiere partie. Soit donc G; (resp. Pj)
I'événement : « on gagne (resp. on perd) la premiere partie» . (G,P;) estun SCE, avec P(G;) = p
et P(P;) =1 - p non nulles. D’apres les probas totales on a donc :

P(Ty = j) =P(G1Pg, (T = j) +PP)Pp, (Ty = j) = pPq,(Trn = j) + 1 — p)Pp, (T = j)

Attention, G et (T, = j) ne sont pas forcément indépendants car tous deux mettent en jeu le
résultat de la premiere expérience. De méme pour P; et (T, = j).

Considérons Pg, (T, = j) : cC’estla proba, sachant qu’on a gagné la premiere partie, de terminer
en n parties. Cette probabilité est identique a celle de partir avec n + 1 euros, et de terminer en
Jj —1 parties. (mais attention, on ne parle quand méme pas des mémes événements!)
On adonc

PG, (Th=7)=P(Tps1=j-1

et de méme
Pp,(Tp=j)=P(Tp_1=j-1)

ce qui permet d’obtenir la formule demandée.

4. En déduire que, pour tout n € [1,N —1],
ET)=pA+ETp+1)+A-p) A+E(T,-1)).

T,, est a valeurs dans N* donc!

+00
E(Ty) =) jP(Tp =)

j=1
Avec la question précédente :
+00
E(Tp) =3 j(pP(Tne1=j-1)+A=pP(Tp1=j-1))
j=1

Par positivité de tous les termes :

* 0< jpP(Tps1=j—-1)< jP(T,=j) donclasérie de TG jP (T,+1 = j — 1) converge ;

* de méme la série de TG jP(T,—1 = j — 1) converge.

On peut alors découper :

+00 +00
ET)=pY jP(Tra=j-1)+0-p) ) jP(Tp-1=j-1)
j=1 j=1

Deux décalages d’indice donnent

+00 +00
ET)=p) G+DP(Tpa=j)+10-p) Y. (G +DP(Tp1=1)
j=0 j=0

puis en découpant (en séries cv ici encore, par positivité) :

400 +oo oo
GHDP(Tur1 =)= ) jP(Tne1 =)+ X P(Tns1 = j) =ETps1) +1
Jj=0 j=0 j=0

I Autrement dit, T,,(Q) c N*. Pas besoin de se demander si chaque k € N* est atteint avec proba non nulle ; au pire
certains termes de la somme ci-dessous seront nuls mais ¢a ne change rien au calcul.



et de méme pour le second terme. Finalement :

+00 +00
ET)=p) (G+DP(Tps1=j)+0-p) Y (j+DP (T =)
j=0 j=0

=pETp)+D+A-p)ETp-1)+1)

1
5. On suppose que p # > Déterminer une expression de E(T,) en fonction de n,p et N. On

pourra faire intervenir une suite (u,),.y de terme général u, = E(T,) + na avec o un réel a
déterminer.

Introduisons I'expression E(T,) = u, — na dans la formule précédente et notons g=1—-p:
Ona
Up—na=pUup+1—m+Da+1)+q(up-1—(n—-Na+1)

d’ ol
Up=no+pUp+1—m+Da+1)+qg (U1 —(n-a+1)
=PpUps1+qup—1+1+(g—p)a (enutilisant p+g=1)

1
On peut donc choisira = —— (p # g dans "énoncé) pour tomber sur une arithmético-géométrique
p—-q

VneN, pupt1 —up+quy—1 =0

. cf.

qu’on résout avec les deux conditions initiales uy = E(Tg) = 0 et ux = E(Tn) + Na = 7
p —
corrigé officiel.

NB : dans la question 3 on fait des probas totales sur la premiére étape du processus, et on invoque
une «invariance par translation » : on se ramene au méme processus mais partant du temps 1, et avec
une autre condition initiale. Pour d’autres apparitions de ce raisonnement, voir :

e ESSEC2 2016 (donné en CB1.2), question 6¢

* le DS2, Exercice 2, question 6a (et la remarque faite dans le corrigé a ce propos)

On peut aussi consulter 'exercice suivant :

Exercice 1. Onlance une piéce avec la probabilité p de faire « Pile » . On note A, 'événement : «on
obtient pour la premiére fois deux Piles consécutifs lors du 7 - iéme lancer » (ie aux lancers 7 — 1 et
n) et ’on désire calculer sa probabilité a,. Onnote g =1 - p.

1. Déterminer a;, a; et as.

2. Exprimer a;.; en fonction de a, et a,,.; pour n = 1.

w

. Justifier qu’il est quasi-certain d’obtenir deux piles consécutifs.

4. Déterminer le nombre d’essais moyen pour obtenir deux piles consécutifs.

Indications / Réponses

1. a1=0,a;= pz, az = qu.



2. n=1donc n+2 = 3lancers. On distingue selon les deux premiers lancers, avecle SCE (P, Py, P, Fy, F1 Py, F1 F)),
ou mieux le SCE (Fl,Plpg,Ple).
Alors
P(An+2) =Pg, (Apt2)P(F1) + Pp,p, (An+2)P(P1P2) + Pp,f, (Ap+2)P(P1F2)

et notre «argument de translation» donne ici Pg, (Ap+2) = P(Ap+1) et Ppr, (An+2) = P(A,) ; de
plus Pp,p,(Ap42) =0.
On trouvera finalement

Ani2 = qaps1 +pqa,  (R)

NB : a ce stade c’est fini : on peut avoir explicitement les (a,) (avec a;,a, et la relation de récur-
rence linéaire) et en déduire tout ce qu'on souhaite. Mais les calculs sont un peu pénibles ; et les
deux questions suivantes montrent comment, pour obtenir certaines propriétés, il est possible de
les contourner.

+00
3. Il s’agit de montrer que S = Z a, = 1. Pour cela sommer la relation () pour obtenir
n=1

S—(am+a)=qS—a)+pqgS
ce quidonne S = 1.

4. (ay) estrécurrente linéaire d’ordre 2 donc combinaison de suites géométriques (r’) ou géométriques
dérivées (nr"1). Comme a, — 0 on a toujours |r| < 1 et donc la série ) na, sera cv (géom
dérivée) et donc la variable donnant le temps d’attente de « PP » admet une espérance (intro-
duire cette variable T tq A,, = (T = n)).

+00

On peut alors faire comme précédemment et travailler sur la somme p = Z na, en utilisant
n=1
(). On écrit, pour tout n =1,

(n+2)an2=qn+2)an1+pqn+2)ay

et on somme pour obtenir

H—2a—a1=q((L—a1)+ S —a)+pgu+2S)
1+p
p*

et finalement p =



