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1
Solution de ’exercice 14 On considere la fonction H définie sur |1, 400 par H(z) = / i dt.
. In

1). Soit z €]1,4o00], on remarque que 1 < x < x? et donc [z,2% C]1,+oo[. on peut donc
affirmer que :

1
t— i est continue sur 1, +-o0[ et donc admet une primitive F de classe C' sur |1, 4+-o0[.
n

On a donc pour tout x > 1 :

2

1

@)= [ dt=[FOE = F&?) - F@)
», In

Comme la fonction carré est de classe C* sur |1, +oo[, par composition, x — F(x?) est

également de classe C! sur |1, +oo|. H est donc la différence de deux fonctions de classe C?

sur |1, +o00[ et on a pour tout x > 1 :

2z 1 r—1
Hl — 2 F/ 2 o Fl — o _
(v) = 2eF(a) (=) In(z?) Inz Inz

On peut donc conclure :

-1
H est de classe C! sur |1, +o0[ et pour tout z > 1, H'(x) = xl
nzr
—1)—1
2). On remarque que pour tout x > 1, u(z) = (x)—nsc
(x—1)Inz

On détermine un développement limité de Inx en x = 1 en utilisant la formule de TAYLOR-

YOUNG a l'ordre 2 (La fonction logarithme est de classe C? sur |0, +00[). Les deux premiere

dérivées sont z +— % et T — ;—21 On a donc :

et donc
1 2 2 1 2
(x—l)—lnx:§(x—1) +o((z—1)%) Ti(x_l)
Comme de plus Inz o~ (x—1) et donc (x — 1) Inz o~ (x — 1)%, on obtient :

(x—1)—Inz i(z—1)°

(@) :
ulxr) = ~Y ~ —
(x—1)lnz 1 (x—1)2 1 2

. 1

fmu(r) =3

3). On déduit de la question précédente que u est prolongeable par continuité en 1 en une
fonction u :

a:[l,400o[ — R

. {u(x) six>1
T — U= q .
5 sinon
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Comme 7 est continue sur [1, 00|, elle admet une primitive U de classe C* sur [1, +-00].

Pour tout z > 1 :

2 2

X 1 x2 1 X X 1
H(m_/ mdt_/ {a(t)+m] dt_/ a<t)dt+/ o

= U(2?) - U(x) +In <m _1) =U(2?) = U(x) +1In(z+1)

Or comme U est continue sur([1, +oocl, linq U(z) = lirri U(z?) = U(1) donc en faisant tendre
z— T—

x vers 1, on obtient :

lim H(z) =1In2

z—1+
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