Jour n°1

l Exercice 1.1

Soit 7 un entier naturel non nul. Un jardinier plante n bulbes de tulipes dans son jardin.
Chaque bulbe a une probabilité p €]0,1[ de donner une fleur. Lorsqu’une tulipe fleurit une
année, elle refleurit toutes les années suivantes. En revanche, si un bulbe n’a pas donné de
fleur une année il a toujours une probabilité p de donner une fleur ’année suivante. On
suppose de plus que les floraisons des différents bulbes sont indépendantes. On pose

q=1-p.

On suppose que I’expérience est modélisée par un espace probabilisé (Q, 4, P).

On appelle T la variable aléatoire réelle correspondant au nombre d’années nécessaires
pour que tous les bulbes fleurissent.

1) Question de cours : loi géométrique, définition, propriétés.

2) Pour tout h € {1, ...,n}, on définit la variable aléatoire T}, égale au nombre d’années
nécessaires pour que le A*¥™€ bulbe fleurisse.

a) Déterminer la loi de T},
b) Exprimer T en fonction de Ty , T, ..., T, . En déduire 1a loi de T.
3) a) Calculer

Jn S @) o
k=1

b) Calculer

n

. N
Jm > () DY (g,
k=1 j=1

¢) En déduire I’espérance E(T) sous forme d’une somme.

I Exercice 1.2

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie n = 1. Déterminer les endomorphismes f de
E diagonalisables qui vérifient Im f < ker f.
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| Exercice 1.1 2010 - &

Enoncé -

Soit 7 un entier naturel non nul. Un jardinier plante n bulbes de tulipes dans son jardin.
Chaque bulbe a une probabilité p €]0,1[ de donner une fleur. Lorsqu’une tulipe fleurit une
année, elle refleurit toutes les anndes suivantes. En revanche, si un bulbe n’a pas donné de
fleur une année il a toujours une probabilité p de donner une fleur I’année suivante. On
suppose de plus que les floraisons des différents bulbes sont indépendantes. On pose
- qg=1-p. ' '

On suppose que I’expérience est modélisée par un espace probabilisé (2, 4, P).

On appelle T la variable aléatoire réelle correspondant au nombre d’années nécessaires
pour que tous les bulbes fleurissent. :

1) Question de cours : loi géométrique, définition, proprietés.

2) Pour tout h € {1, ..,n}, on définit la variable aléatoire Ty, égale au nombre d’années
nécessaires pour que le K™ bulbe fleurisse.

a) Déterminer la loi de Th,.
b) Exprimér T en fonctionde Ty , Ty , ..., Ty, . Endéduire laloide T.
3) a) Calculer :

n
) n
Jim, 2, () @™
b) Calculer : B

n N
im, > () 0D (a
1 j=1

¢) En déduire I’espérance E(T') sous forme d’une somme,

Analyse stratégique de P’énoncé

L’exercice est assez classique mais il est pergu comme plutdt difficile en raison de la
complexité des calculs de la troisiéme question.

1) C’est la définition de la loi qui est demandée. On doit donc donner le modele général,
puis donner les propriétés c’est-a~dire, la loi de probabilité en n’oubliant pas I’univers,
’espérance et la variance.

« {l faut bien connaitre le cours de premiére année.

2) a) Il faut bien noter que h est fixé, Ty, est alors un temps d’attente.
& Cette question ne doit pas poser de probléme, sauf si on ne sait pas quelle
loi modélise un temps d’attente.

b) La fagon dont est posée la question suggére que I’expression de la variable T en
fonction des variables T}, ainsi que le calcul de la loi de T sont assez classiques. On
procéde alors selon ta méthode étudiée en classe.

o Tout repose sur une bonne organisation des différentes étapes de calcul.
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3) a) Il ne faut pas se laisser impressionner par I’apparente complexité de la formule. On
remarque qu’il s’agit de calculer la limite d’une somme finie de termes. On peut donc
commencer par calculer la limite d*un terme quelconque de la somme en n’oubliant pas
que, dans ce cas, k est fixé et que c’est N qui tend vers +oo,

& Il faut toujours réfiéchir avant de se lancer dans des calculs.

b) Le principe est le méme que pour la question précédente, la.somme sur % est finie. La
difficulté supplémentaire est le calcul du deuxiéme signe ¥, mais il doit sembler assez
familier & quelques détails prés. ' ‘

o |l n'est pas rare d'utiliser plusieurs fois les mémes méthodes.

¢) Il s’agit d’un calcul d’espérance d’une variable aléatoire dont I*univers n’est pas fini.
On va donc devoir faire attention a la convergence de la séric méme si 1’énoncé laisse
penser que cette espérance existe, D’autre part, puisqu’a la question précédente on a
calculé la limite d’une somme partielle, on peut raisonnablement imaginer de procéder
de la méme maniére. On va donc chercher le terme général de la série définissant
I’espérance en gardant en mémoire la forme des résultats calculés au 3) b) puis on
calculera la limite de la somme partielle.

% L'ordre des arguments est important. Toujours justifier la convergence

avant de calculer la somme de la série.

Corrigé

1) On considére une épreuve aléatoire & deux issues, 'une appelée succés étant de
probabilité p, I’autre appelée échec étant de probabilité g = 1 — p. On répéte cette épreuve
indéfiniment, de fagon identique et de maniére indépendante.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’épreuves effectuées pour obtenir un premier
succes, On dira alors que X suit la loi géométrique de paramétre p. X est le temps d’attente
du premier succes.

On obtient alors :

X(@) = N*,
VkeN*, P(X =k)=p(1l-p)k?,

1—
E(X)=%, Ve =—L

2) a) Pour tout entier A, T, est le temps d’attente pour que le ™€ bulbe fleurisse. On est
dans les conditions énoncées 4 la question précédente. Puisque la probabilité pour qu’il
fleurisse une année étant de p, on peut conclure que :

La variable Ty, suit une loi géométrique de paramétre p.

b) Tous les bulbes fleurissent. Puisque, lorsqu’une tulipe fleurit une année elle refleurit
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’année suivante, les bulbes seront tous fleuris lorsque le dernier aura fleuri. 11 s’agit
done d’attendre jusqu’a ce que le dernier fleurisse. T représente donc le maximum de
tous les Th.

Ainsi :

T = maxpeps,n] (Th)-

Onaalors :

“T(Q) = N*,

Soit j € N*, on doit calculer P(T = j).

Pour cela, on calcule, pour tout entier j, la probabilité P(T < j).

Le maximum sera inférieur & si et seulement si tous les résultats sont inférieurs a j, par
conséquent, on obtient : i

P(T Sj) = P(max [T, £j]) = P(n[Th Sj]) . i
h=1

Or, par hypothése, les floraisons des bulbes sont indépendantes donc :

P(ﬂ['rhsn>=ﬂP<Thsf'>.
h=1 h=1

<) =] [Pz
h=1

D’oti:

Les variables Ty, suivant toutes la méme loi, on a alors
PT<))=@TnsiN",

ce qui nécessite de calculer P (Ty, < j).

Puisque 1'événement (Tp >j) est égal & P'événement: « le nombre d’années
nécessaires pour que le h¥®#™€ bulbe fleurisse est supérieur & j » cela veut dire que les j
premiers résultats ont été des échecs. Avec g = 1 —p , on obtient donc :

et donc :
P(T,<)=1~¢.

Remargue : on aurait aussi pu calculer directement :
J

P(Ty <) =) P(Ty=1)
=0
mais ¢’est un peu plus long. De plus, le résultat P(Ty, > j) = q/ doit étre connu,
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On obtient alors pour tout entier j :

P(T<j)=1~g)
Deplus,ona:
PT=))=PT < )-P(T<j~1.

Par conséquent, on a :

P(T =) = (1- /)" = (1 - /1"

Remarque : lors de Ioral, il avait ét& demandé la justification de Iégalité :

PT=/)=PT<sj))~P(T<j—-1).
On écrit alors :

: J Jj-1
POS)=-PTSj-1=) PT=0-) P(T=1),
’ i=1 i=1
et on obtient le résultat par télescopage.

3) a) On sait que :
N(qk)N = NeM¥Inq gyec 0 < g < 1.

Done, puisque In g < 0, par croissance comparée, on a :
. KN _
. Vk€[in],  lim N(g*)" = 0.
On sait que Ia limite d’une somme finie est égale a la somme des limites.

On obtient alors :

n

i, D (o) o) =0,
k=1 '

b) On remarque que, puisque ¢* = 1, 1’ona:

kN

N ) N-1 . 1—
veeltnl, ) (gt = ¥ (aY = =
= =0 —4

Donc : ,
n N n N
—1yk (™ Y N PN T e
2D (k)z(q 7= 0k () T=gF
k=1 Jj=1 k=1
Et, puisqué 0<g<1l,onaalors:
N ; 1
: Kyt
vk E‘[[l,n]], Nl_l)rEwZ(q )y = =%
j=1
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On obtient ¢

- N n
i S e (R =2 O
k=1 j=1 k=1

¢) Par définition, 1’ esperance de la variable aléatoire T existe oi et seulement si la série
de terme général j P(T = J) converge.

Or,ona:
, i~ 1\
pa=p=-a) ==

Done, 4 1’aide de la formule du bindéme, ‘
n n ;
oS D@ - OE
k=0 k=0 ;

|
De plus,ona: ‘)
. : |
i Vk E El,n‘ﬂ, (qj)k — (qj—l)k = qk(j"l)(qk — 1) . ‘

Et puisque les termes enk = 0s¢ simplifient, on obtient donc
. n
. . (M -
pa=p =Y (e 1).
k=1

On reconnait alors en U; =j q"(j ~1) e terme général J’une série géométrique dérivée.
ﬁ Par conséquent jP(T = hE exprime comme combinaison lindaire de n termes généraux
‘ de séries géométriques dérivées qui sont par définition convergentes.
Done jP(T = J) est le terme général d'une série convergente.

Par conséquent, PP espérance B (T") existe et s2 valeur est la somme de 1a série. Dol :

N
E(T) = Nllrfwi Pa=0-
=

Or, d’aprds ¢€ qui précéde,ona:
N

N T
Y P =0 =Y ok (e
k=1

j=1 j
N
(~1)F+ Gi) (1- qk);j gD,
=1

pg=

&
il

1

On utilise alors la méme méthode qu’au 3)b)en considérant que 1a limite d’une somm
finic est égale dla somme des limites.

Puisque Pona:

N
; 1
i k(1) = e
Nll)r}-loon q (1 _ qk)z '
j=




on obtient done :

N
Nl_i,Too(—l)kH (Z) (1~ qk)]Z:lj gkUD = (=1)k+ (Z) - _.1qk .

En conclusion :

B = ) 0 ()=
k=1

Technigues & mémoriser

-

© Il faut se souvenir de la définition et des résultats liés & la loi géométrique et en _
particulier qu'un temps d’attente correspond 2 une loi géométrique.

© |l faut se souvenir de ’ensemble des résultats concernant les séries géométriques et
séries géométriques dérivées,

© li faut se souvenir des techniques de calcul pour les lois de max ou d’inf,

@ il faut se souvenir du fait que dans Ie cas d’une somme finie, la limite de la somme est
égale & la somme des limites.-

9 |l faut se souvenir de la formule du bindme de Newton.

© Il faut se souvenir de ne pas oublier de justifier de la convergence de la série avant de
calculer I’espérance d’une variable aléatoire d*univers infini.

Formulaire

* On considére une épreuve aléatoire & deux issues, Iune appelée succés étant de
probabilité p, 1’autre appelée échec étant de probabilité g = 1 — p. On répéte cette épreuve
indéfiniment, de fagon identique et de maniére indépendante.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre d’épreuves effectudes pour obtenir un premier
succés. On dira alors que X suit la loi géométrique de paramétre p, X est le temps d’attente
du premier succés.

X)) =N, vk
E(X) =

N*, P(X =k) =p(1—-p)*?,
1 -~p
;o V) = —r

€
1
p
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e A et B sont deux événements indépendants si et seulement si I'ona:

P(AN B) = P(A)P(B).

o Soit (uy,)y une suite géométrique de raison ¥ € R — {1} et premier terme Uy . La
somme des n + 1 premiers termes est donnée par :

n 1 - xn+1

vn €N, E =
Uy Up 1—x
k=0 —

e On appelle série géoméirique, toute série de terme général (q™)nen - Une telle série
converge si et seulement si |q| < 1et danscecasona:

1
n .
Zq 1-q

nz0

s

e Onappelle série géométrique dérivée, toute série de terme général (g™ pen
Une telle série converge si et seulement si jq| < 1 etdanscecasona:

1
L
an (1-g)?

nz1

¢ TFormule du bindéme de Newton

n

(a+b)" = Z (Z) akpnk,

k=0
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I Exercice 1.2 2010- &

Enoncé

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n = 1. Déterminer les endomorphismes f de
E diagonalisables qui vérifient Im f < ker f.

Analyse stratégique de I’énoncé

Il faut lire trés attentivément le texte. L’information principale est le fait que f est
diagonalisable. La premire chose & faire est donc d’en donner la définition. On s’intéresse
alors 2 la deuxiéme information donnée dans le texte, que veut-elle dire pour un vecteur
propre ? Cela ne permet-il pas de définir enti¢rement les endomorphismes f cherchés ?

& Toujours s'appuyer sur la connaissance du cours pour savoir exactement ce
qu’'on doit chercher. :

Corrigé

Puisque f est diagonalisable, il existe une base (U ieg1,n] formée de vecteurs propres de f,
¢’est-a-dire :

¢)) vie([l,n], 3ire R{ flw) = ;.

Montrons par I*absurde, que :
vi € [1,n], Ay = 0.

On suppose donc que :
aio € |I1,n]], Z.to #0,

Puisque f (u,) = A;,u;, , on obtient, par linéarité de £,
1
f /Tio-ui” = Uy,

Or par hypothése Imf < kerf donc uj, € kerf c’est-d-dire f (uio) = (.

par conséquent w;, € Im f .

En considérant (1) on obtient :
: Aiouio =0,

De plus, on a supposé A;, # 0 et, puisque u; est un vecteur propre, on a Uy, # 0. Donc
I’égalité précédente est impossible et 1a supposition faite est absurde.

Par conséquent :
vie[1,n], A;=0.
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Ceci veut dire que,
vy,  flu) =0

Puisque (u;)1e[1,] est une base de E , on obtient done :

f est ’endomorphisme nul.

-]

Techniques 3 mémoriser

@ |l faut se souvenir qu’une application linéaire sur un espace de dimension finie est
entidrement déterminée par les images des vecteurs d’une base.

@ | faut se souvenir de la définition d’un endomorphisme diagonalisable.
v |l faut se souvenir de la définition d’un vecteur propre.

© Il faut se souvenir des définitions de I’image et du noyau d’une application linaire.

Formulaire

e Soit f un endomorphisme sur un espace de dimension finie E, on dit que f est
diagonalisable si et seulement si E posséde une base formée de vecteurs propres de f.

e Soit u un vecteur non nul de E. u est appelé vecteur propre de f si et seulement il
existe un réel A tel que f(uw) = Au. ‘

e On considére une application linéaire fde 1'espace vectoriel E vers I’espace vectoriel F,
On appelie image de f1’ensemble, noté Im f, défini par :
Imf=fE)={veF / IueEfw =v}={f(w) / u€E}.
On appelle noyau de f I’ensemble, noté ker f , défini par :
kerf =f({0) ={u€E / fw)=0}.

L’image de fest un sous-espace vectoriel I’espace vectoriel F.
Le noyau de fest un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel E.
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