ECG2 2024/2025

Corrigé du DM n°5 I

A rendre le 11/03/2025

Exercice 1

1. f est un polynéme des 2 variables x et y et par conséquent ’ f est de classe C? sur R? ‘

2. (a) Ona di(f)f(x,y) = 42® — 4z + 4y et o) f(z,y) = 4y° — 4y + 4z .

(b) Le gradient de f est V(f)(x,y) = (01(f)(x,y),02(f)(x,y)) = (42 — 4z + 4y, 4y3 — 4y + 4x)
P —r+y=0

Donc V(f)(x,y) = (0,0) si, et seulement si, on a : Vb r—y =0

(¢) (x,y) est donc un point critique de f si, et seulement si,

x3—a?—|—y:0 x3:—y3
3 o — 3 _
Y+r—y=0 (LieLitl) | ©°—2+y=0

Comme la fonction  — 22 est bijective , le systéme équivaut & :

y=-x ) Y= e J ="z
3 —2x=0 r(x2-2)=0 r=0ouz=+v2o0uz=—2
f posséde donc trois points critiques qui sont : (0,0), (\[, —\/i) , (—\@, \/i)
3. (a) Ona0f(f)(z,y) =122 — 4, 33,(f)(w,y) = 124> — 4 et 0 o(f)(z,y) = %3, (f)(w,y) = 4.

(b) Les matrices hessiennes de f sont donc :

v = (1 1) 0= (3 D) n(-am) (D 4)

(c) Les valeurs propres d’une matrice H sont les réels A pour lesquels H — Al est non inversible.

e en (0,0):
—4 - 4
H(0,0) — AT = < ) _4_A>.
Ainsi, A est valeur propre de H (0;0) ssi (—4—A\)2?—16 =0 8A-X2 =0 A (8+)) =0.

Le réel 0 est donc valeur propre de H (0;0) et la méthode du cours ne permet pas de conclure
quant & l'existence (ou non) d’'un extrémum pour f au point (0;0).

e cn (\/5,—\@) et (—\@, \/5)

H(\@,—\@)—MZH(—\&\@)—M: <20_A 4 )

4 20— A

Ainsi, A est valeur propre de H <\[, —\/§> =H (—\/5, \/5) ssi
(20-0)2—-16=0< (20— XA —4) (20— A +4) =0« (16 —\) (24— ) =0.
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Les 2 valeurs propres de H <\[, —\f2> =H (—\@, \/i) sont donc 16 et 24 | deux réels

strictement positifs , ce qui permet de conclure que f admet donc en ces deux points un minimum loc
qui a pour valeur f (\/5, —\@) =f (—\fQ, \/§> — _8.

(d) On a f(x,z) = 2 + 2% — 2(z — 2)? = 22* > 0 au voisinage de x = 0,
et f(z,—x) =2+ (—2)* = 2(x + 2)? = 822 + 22 ~ —82? <0 au voisinage de = = 0.

z—0
Comme f(0,0) =0 et f change de signe au voisinage de (0,0) ,on peut conclure que :

f n’a pas d’extremum local en (0,0).

4. (a) Pour tout (x,y) de R?, On a :

fz,y)—(22=2)2—(y2—2)°—2(z+y)? = zt+y*— 222 -2y oy — ' +42? —A—y +4y® — 4222 —2y> —day =

(b) On adonc : f(z,y) = =8+ (22 —2)? + (y® — 2)? + 2(x + y)? > =8 , pour tout (z,y) de R2.
Et comme f (\f, —\/5) =f <—\f2, \@) = —8, f admet un minimum GLOBAL en ces deux points .

5. (a) La fonction complétée :

def f(x,y):
return x**4 + y*x4 - 2x((x-y)**2)

(b) La premiére nappe est la seule ou la fonction admet deux points ou il y a un minimum (global)
de méme valeur et c¢’est donc la seule possible pour f.



