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Exercice 1

Ou considére les deux suites réelles (uy, )nen €t (vn)nen définies par :

1
Unp+1 = i(un + Un)

ug =0, vg =1 et pour tout n € N,
1
Un4+1 = §(UH+1 + Un)
L. 1 3
1. Vérifier que u; = 3 et v1 = 1 ; calculer us et vs.

2. Compléter le script python suivant qui permet de déterminer u, et v, pour une valeur de n entrée par
I'utilisateur.

n=int (input (’entrez la valeur de n :’))

U= ...,
V= e

print (u)

print(v)

3. Pour tout n € N, on pose : w,, = v, — Up.
1

(a) Etablir pour tout n € N, 'égalité : up1 — up = 3 Wn-

1
(b) En déduire que la suite (wy,)nen est une suite géométrique de raison T

n—1 4 1n
Vn € N* =—(1-(=) ).
rew w5 (-(3))

ii. En déduire & l’aide de la question 3.a) ’expression de u, en fonction de n, pour tout n € N*.

(¢) i. Montrer que l'on a :

iii. Vérifier que I’expression précédente reste valide pour n = 0.
(d) Justifier la convergence de la suite (u,)nen et donner sa limite.

(e) Déterminer 'expression de v, en fonction de n et donner la limite de la suite (vy,)nen.

4. (a) Justifier que 'unique réel « pour lequel la série de terme général ¢, = g(a — uy), avec n € N, est
2
convergente est o = 3

. . . 2
Dans les questions suivantes, on choisit o = 3

+oo
(b) Veérifier que pour tout n € N, on a t,, > 0 et établir 'égalité : Z t, = 1.

n=0
5. Soit X une variable aléatoire dicréte a valeurs dans N, telle que, pour tout n € N, P ([X = n]) = t,.

(a) On pose : Y = X + 1. Reconnaitre la loi de la variable aléatoire Y.

(b) En déduire lespérance et la variance de la variable aléatoire X.
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Exercice 2 (facultatif)

Partie 1
n ]_

On pose, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, v,, = e
k=1

N

1 R
1. Montrer que : Vk € N*, —— / —.
k+1 k t

2. En déduire que : ¥Yn € N*, v, <lIn(n) + 1.

Partie 2

On considére une suite (u,) définie par son premier terme ug = 1 et par la relation suivante, valable pour tout

entier n : Up41 = Up + —.
Unp

1. (a) Montrer par récurrence que chaque terme de cette suite est strictement positif.

(b) En déduire le sens de variation de la suite (uy,).

2. (a) Pour tout entier k, exprimer u? , — uj en fonction de uj.

. . n=1 1
(b) En déduire que : Vn € N*, w2 =2n+1+ Y —.
k=0 U
(c) Montrer que : Vn € N*, w2 > 2n+ 1. En déduire la limite de la suite (uy,).

3. (a) A laide du résultat précédent, montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2 :

1
ui <K2n+ 2+ —vp-1.

2
(b) En utilisant la partie 1., établir que, pour tout entier n supérieur ou égal & 2 :
5 In(n—1)

2<2 e
Uy, n+2—|— 5

(¢) En déduire finalement que u, ~ v2n quand n — +oo0.

Partie 3

1. Ecrire un programme en python permettant de calculer et d’afficher wuqg.

2. (a) Ecrire un deuxiéme programme qui permette de déterminer et d’afficher le plus petit entier naturel n
pour lequel u,, > 100.
(b) On donne In(2) < 0,70 et In(5) < 1,61. En déduire un majorant de In(5000).

(c) Montrer que lentier n trouvé en 2a) est compris entre 4995 et 5000.



