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Corrigé du DS n°2 I

le 19/09/2025
Durée : 2h

— L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

— La clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une grande part dans la
notation.

— Le résultat d’une question peut étre admis afin de traiter une question suivante.

— On encadrera le résultat de chaque question.
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Exercice 2 :

Partie A
1. Onalimz® =0 et limInz = —oc; donc lim g(z) = —oo.
z—0 z—0 z—0
Ona lim 2*=+occet lim Inz = +o0o;donc lim g(z)= +oo.
T—+00 r—+00 T—+00

2. La fonction g est la somme de deux fonctions dérivables, donc g est dérivable; et on a,
pour z €]0; +o0l, ¢'(z) = 2z + 1/x.
Or pour z >0, 2z > 0 et 1/z > 0, donc ¢'(z) > 0.
Donc g est strictement croissante sur |0; +oo.

3. La fonction g est la somme de deux fonctions continues, donc elle est continue.
Comme g est continue et strictement croissante sur |0; +o0/, elle établit, d’aprés le théoréme
de la bijection continue, une bijection de |0; +oo[ sur son image qui est, vu les limites de
g, Uintervalle | — 0o; +o0[, c’est a dire R.
On en déduit (comme 0 € R), que I'équation g(z) = 0 admet une unique solution « dans
]0; 4-o0.

4. g(1/2) =1/4+1In(1/2) =1/4—-1In2 < 1/4—-0,69 < 0 et g(1) =1 > 0. Donc, comme g est
croissante, 1/2 < o < 1.

5. Comme g est strictement croissante et g(«) = 0, le signe de g(z) est donné par le tableau

suivant :
z |0 Q +00
g(z) - 0 +
. 1
Partie B Remarquons que f(z) = x — 2 g(x).

1. La fonction f est dérivable car somme de fonctions dérivables; et, pour tout = > 0,

1 1 4o —22% — 1
"y=1—-¢(z)=1—= (20 +- ) =22~
Fla)=1- a0 =1- 1 (204 1) =22

Le signe de f'(x) est le méme que celui de (—22%+4x—1). Etudions le signe de ce trinome :
A = 8; ses racines sont donc

I SRV R

1 -
= 4 T3

et
—44++/8 V2

On remarque que x; > 1 et 2o < 1/2 donc, comme (—2x2 + 4z — 1) est positif entre ses
racines, f'(x) > 0 sur I et donc f est strictement croissante sur /.

2. fla)=a— ig(a) =a.

3. f(1)=3/4<1et fla) =a.
Comme de plus f est croissante, si x € [a; 1], alors f(x) € [a; f(1)] C [ 1].
1
4. Pourz € I, f(x) —x = —Zg(x) ; donc f(z) — x est de signe contraire de g(x).

En utilisant le résultat de la question A.5 et le fait que 1/2 < a < 1, on obtient le tableau
de signe suivant :
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T 1/2 a 1
flz)—x + 0 -
Partie C

1. def f(x)

y = x-0.26%(x**2+1log(x))

return y
2. def u(n)

res =1

for i in range(1l,n+1):

res = f(res)

return res

3. Pour n € N, notons P, la propriété u, € [a;1].

— Comme ug = 1, Py est vérifiée.

— Soit n > 0 tel que P, est vérifiée.
Comme par hypothése de récurrence u,, € [a; 1], d’aprés le résultat de la question B.3,
f(uy) € [a;1]; c'est a dire u,41 € [o; 1].
Donc P, 41 est vérifiée.

— On en conclut, en application du principe de récurrence, que P,, est vérifiée pour tout
n.

Soit n > 1. On a alors :
Up+1 — Up = f(un) — Up -

Mais comme u,, € [a; 1], cela entraine, d’aprés le résultat de la question B.4,
Un+1 — Un S 0.

Donc la suite (uy,),en est décroissante.

On a montré a la question précédente que (u,)nen est décroissante. Comme de plus elle
est minorée (par 1/2), elle converge.
Comme f est continue, la limite [ de (u,)nen est solution de f(z) =« (et appartient a I).

Or
f(x):$(:>f(x)—x20(:)—i(:v2+lnx):0(:>g(x):().

On a montré dans la partie A que I'unique solution de cette équation est ae. On en conclut :

lim u, =a.
n—-+00

Exercice 3

1. (a) Soit m un entier supérieur ou égal a 1.

Etudions tout d’abord f, :

~— fn est dérivable sur R (fonction polynome) et pour z € R, f/(z) = nz""' 4 18z.
Siz >0, fl(z) > 0; donc f, est strictement croissante sur [0; +o00.

— [n(0) = =4 et lim, ;o fr(x) = lim, o 2™ = 400.

-3
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La fonction f,, a les propriétés suivantes sur [0; +00] :
— elle est continue (fonction polynéme) ;
— elle est strictement croissante ;
— fu(0) = =4 et lim, oo fr(z) = +00.
Donc, d’aprés le théoréme de la bijection continue, f,, établit une bijection de [0; +oo[
sur [—4; 400l
De plus, 0 € [—4;+o0[; donc I'équation f,(z) = 0 a une unique solution w, dans
[0; +00[, et méme dans |0; +o00[ car f,(0) # 0.
(b) — w; est 'unique solution positive de fi(x) = 0, c’est a dire x + 922 — 4 = 0.
—1—+/145 —14+ 145
On résout : A = 145 ; solutions dans R : 13 et +18 )
: . —1+ 145
Seule la seconde solution est positive, donc vy = ——.
— wuy est I'unique solution positive de fo(x) = 0, c’est a dire 22 + 92% — 4 = 0, c’est a
dire 1022 — 4 = 0. ) )
Solutions dans R : — et ————.
V10 V10 )
Seule la premiére solution est positive, donc us = ——.
p P 2 o
(c) Soit n € N*.
On a déja vu que u, > 0.
On a f,(2/3) = (2/3)" +9(2/3)> —4 = (2/3)" > 0.
Comme f,(2/3) > 0, u, < 2/3. En effet, sinon on aurait, comme f est croissante,
fn(uyn) > fn(2/3) > 0; ce qui est contradictoire avec f,(u,) = 0.
Conclusion : Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, u,, €]0;2/3].
2. (a) Soit n € N*.Soit = €]0, 1].
On a alors ™! < 2™ ; donc, par addition, 2"! + 922 — 4 < 2" 4+ 922 — 4; c’est & dire
fn+1(‘r) < fn(x)
Conclusion : Pour tout entier n supérieur ou égal & 1, pour tout x élément de |0, 1], on
a: fn+l<x) < fn(m)
(b) Soit n € N*.
D’aprés le résultat de la question précédente, f,,(uni1) > frr1(tni1), et done fr,(upg1) >
0.
On en déduit que u,.1 > wu,. En effet, sinon on aurait, comme f, est croissante,
f(tngr) < flun) =0
Comme ceci est vrai pour tout n, on en déduit que la suite (u,) est croissante.
(c) La suite (u,) est croissante et majorée (par 2/3), donc la suite (u,) est convergente.
On note [ sa limite.
3. (a) On a vu que pour tout n > 1, 0 < u,, < 2/3.

On a donc 0 < (u,)" < (2/3)™.

Comme lim(2/3)" = 0, par le théoréme d’encadrement, on en déduit que lim(u,)" = 0.
On a, pour tout n > 1, f,(u,) =0, c’est a dire (u,)" + 9u? — 4 = 0.

Or lim(u,)" = 0 et lim(u,)*> = [*; donc, par passage a la limite dans 1'égalité (u,)" +
9u? —4=0,0na9l*>—4=0.

2
On en déduit que [ = 3

4. On repart de 1’égalité, valable pour tout n > 1, (u,)" + 9u2 — 4 = 0.
On en déduit que (u,)"™ + (3u, —2)(3u, +2) = 0; d’out (2 — 3uy,) (3u, +2) = (u,)" et donc

4-
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2—3u, =

—__: puis,
3u,, + 2 P

2 i Uy
3 " T 3Bu, +2)

En utilisant le fait que 0 < u,, < 2/3,

2 1 /2\"
0<Z—u, <=x(2) .
3 6 (9

1 2\"
Or la série de terme général 5 X <§> est convergente (série géométrique de raison (2/3));

. . . . 2
donc, par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme général 3~ U, est

convergente.



