ECG 2 Lycée F. Rabelais 2025-2026

Feuille d’exercices n°1 : Comparaison des fonctions I

1 Meéthodes de base

Exercice 1. — Application des régles de base sur les limites — Déterminer chacune des
limites suivantes.

Lo ——emitetl 3 g B0 g0 5.2 — In(z2+z+5) en
v X +00
e’ B

2.xi—>$_len1+etl 4 7 22617 on — o0 6. = (2242 +5)* en 400

Exercice 2. — Dérivation — Dériver chacune des fonctions suivantes sur son intervalle de défi-
nition 1.

. 2 _ 0; +00 . 1
. f:@x — o sur [ ] [ 6. f :z — P+ z10)
10; +o00] sur I =R
1 4. f x5 gur [ =
2. f tx — —e sur [ = R 7. frx— Va2 4+x+5 sur
. x I=R
10; +00]

In(x)

5. f 2 — In(a®+x+5) 8 frxw (2P+2+5)% sur
3. f:x sur I = sur I =R I=R
Exercice 3. — Théoréme de la bijection continue — On considére la fonction f définie sur
]2; +o0[ par

1

flx)=eVT—2

1. Etudier la fonction f.
2. Montrer que I'équation f(z) = 2 admet une unique solution.

Exercice 4. — Utiliser la caractérisation de ’équivalence — Montrer que z°+72?—3x ~ —3x.

Exercice 5. — Utiliser un équivalent pour déterminer une limite — Déterminer la limite

en 0 de
et —1

_—
It

Exercice 6. - Déterminer des équivalents en 0 et +0o0 — Déterminer des équivalents simples
(puissances de z) des fonctions suivantes au voisinage de 0 et 400 :

1. oy 2243 2. = V1+2x—1, 3. v — 22+ 2Inuz.

1‘4—I3+$ )

Exercice 7. — Utiliser un DL2 pour déterminer une limite — Déterminer la limite en 0 de
z* +1In(1+ 3z) — 3z
— .
202 4 23
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Exercice 8. — Utiliser un DL pour établir la continuité et la dérivabilité en un point
— On considére la fonction f définie sur |—1/2; +oo] par

Iml+£22) & o 2o

2 si =0
Montrer que f est continue sur |—1/2; +oo[ puis qu’elle y est dérivable.

Exercice 9. — Utiliser la formule de Taylor-Young pour établir un DL2 — Déterminer le
DL2 en 0 de f:x s (14 z)er"to 1,

Exercice 10. — Position d’une courbe par rapport a sa tangente — On reprend f : z —
(1+ x)e“"2+x_1. Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse 0 puis déterminer la position de la courbe par rapport a sa tangente en ce point.
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2 Equivalents, développements limités, limites

Exercice 11. — Déterminer des équivalents simples des fonctions suivantes au voisinage de 0 et
+00 :

3

Low— g 2. gy LG 3. 2 In(1 + ) — In(z).

Exercice 12. — Donner les développements limités a 'ordre 2 en 0 des fonctions suivantes :

1.f:xr—>162$ 3. fra— T, 5. f iz (14 )%,
2 )
. 3/2 . 24z . ze”
2. fraxw (14 x)%7, 4. f:x— e*, 6. f:ox— A=

Exercice 13. — Etudier localement au voisinage de 0 (équation de la tangente et positions rela-
tives) les fonctions f suivantes :

. firx—=/14+z—e7, 2. forx—1In(1+2), 3. f3:x~—>f:x.

Exercice 14. — Calculer les limites suivantes :

1 hme’:—ln(l—l—x)—l 2. 1 Vite—1-73 3. liml——1
C 250 x? 7 g zln(l+2z) z=0r  In(l+a)’

Exercice 15. — En utilisant les DL usuels, déterminer un DL2 en 1 des fonctions suivantes

Inz 2. frx— &
1f{L’|—>W f x’

Exercice 16. — — En posant X = 1/, étudier au voisinage de +oo les fonctions f et g définies
par :

L f(z)=2In(1+1), 2. g(z) = x(ex — /14 2/x).

3 Etudes de fonctions

Exercice 17. —
Soit f définie sur R* par = — (x — 1)6%.

1. Déterminer les limites de f en +oc.
2. Etudier les variations de f.
3. La fonction f peut-elle étre prolongée par continuité en 0 ?

4. On étudie dans cette question le comportement de f en 00 de maniére plus précise. Pour
cela, on détermine si f admet une asymptote (oblique), c’est a dire une droite d’équation
y = azx + b telle que f(z) — (ax + b) tende vers 0.

A Taide d’un développement limité, déterminer une telle asymptote et déterminer la position
de la courbe de f par rapport a celle-ci.

5. Tracer la courbe représentative de f.
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Exercice 18. - — (EDHEC 2009)
Soit f définie sur | — oo, 1] par
1 siz=0
flz) = { ==  sinon
(1—z)In(1—2x)
1. Montrer que f est continue sur | — oo, 1.

2. a) Déterminer le développement limité de In(1 — ) a Uordre 2 lorsque x est au voisinage
de 0.
b) En déduire que f est dérivable en 0 puis vérifier que f'(0) = %
3. a) Montrer que f est dérivable sur | — 0o, 0[ et sur |0, 1[, puis calculer f’(z) pour tout réel
x €] —1,0[U]0, 1].

b) Déterminer le signe de la quantité In(1 — x) + x lorsque z appartient a | — oo, 1[, puis
en déduire les variations de f.

c) Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de définition, puis dresser son
tableau de variations.
4. a) Etablir que, pour tout n € N*| il existe un unique réel u, tel que f(u,) = n. Préciser
la valeur de u;.

b) Montrer que la suite (u,) converge et que

lim u, =1
n—+00



