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Feuille d’exercices n°2 : Compléments sur les suites et les séries I

1 Meéthodes de base

Exercice 1. — Application des régles de base sur les limites — Déterminer la limite éventuelle de chacune
des suites suivantes.

1. u, =e/" ufé u—L
3 un = Ty S TG
P 6w - 1-/2"
2. u, = In(n?) — e " U = T T AT B

Exercice 2. — Sommes finies usuelles — Déterminer chacune des sommes suivantes en fonction de n.

n 2k

I'ZW 2.;(§k+1> 3.)  (K*+3k+1)
=0

k=2 k=2

Exercice 3. - Sommes de séries usuelles — Déterminer la somme de chacune des séries suivantes (on justifiera
briévement leur convergence).

= 3 =k X 3kt XX 3k
1.22,9771 2.227 3. o 4.2271
k=2 k=1 k=2 k=2
Exercice 4. — Application du théoréme des suites monotones bornées — On considére la fonction f définie
sur R par f(z) = % On définit la suite (up)n>0 par: ug =0 et, pour n € N, uyq1 = f(uy).
1. Etudier sur R la fonction g : x +— f(z) — . 4. Montrer que pour tout n > 0, u, € [0, a].
2. Montrer que f admet un unique point fixe dans 5. Etudier la monotonie de (u,).

[0,1] (on le notera a). )
6. Montrer la convergence de (u,) et déterminer sa

3. Etudier la fonction f sur [0,1]. limite.

Exercice 5. — Application de 'TAF — On considére la suite (uy),>0 définie par : uy = 1 et, pour n € N,

2
u x
Upt1 =1 — Z" On note f la fonction définie sur R par f(z) =1 — T
1. Montrer que pour tout n, u, € [0,1]. [0,1] et donner la valeur de «.
2. Calculer uy, ug. La suite (uy),>0 est-elle mono- 5. Montrer que pour tout n > 0,
?
tone 1 [Uni1 — al < §|un—oz|.
1
3. Montrer que pour tout = € [0,1], | f'(z)| < =. 1
2 6. Montrer que pour tout n > 0, |u, —a| < —— et
4. Montrer que f admet un unique point fixe o dans conclure quant & la convergence de (uy,)n>0-

Exercice 6. — Déterminer un équivalent & partir des équivalents classiques — Déterminer un éuivalent
simple de chacune des suites suivantes.

n? +4n —4 1 1 3 o :el/"—l 4. u, =n? In(1+1/n)
Vvn+3 no n—1 o n
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Exercice 7. — Déterminer une limite grace & un équivalent — Déterminer les éventuelles limites des suites
suivantes.

1w, = VRt 2. up =/ (e!/m 1) 3 un=n (VI+1/n—1)

n+1

Exercice 8. — Etudier la convergence d’une série grace a un équivalent ou une négligeabilité — Etudier
la convergence des séries dont le terme général est le suivant.

|y = YRR 3. = Vi (e~ 1) 5=

o n+1 ‘
nyvn+n ( 1+1/”_1> In(n)

2. uy = 2T 4. u, = 6. Up = —
—n3 +1 n ne

2 Equivalents et limites de suites

Exercice 9. — Classer les suites dont on donne les termes généraux ci-dessous par ordre de négligeabilité :

1. L, 1 lon 1 2. n2, n, &, 2 nln(n).

n?’ n’ ny/n’ nlnn’ > m? Inn’

Exercice 10. — Déterminer pour chaque couple de suites suivant (définies sur N*) laquelle est négligeable devant
lautre.

1. u, =1In(n) + n? v, = In(n3) 2. up = e, v, =n? 3. up, =€ "+ 1n(n), v, =n

Exercice 11. — Déterminer des équivalents (les plus simples possibles) des suites (u,,) définies par :

1. Un:n3+e”+n\/ﬁ, 2. UH:W, 3. un:\/e%—l, 4. un:l—ln(l—&-l/n),
n

Exercice 12. — —

1. Montrer que pour tout entier naturel non nul, I’équation e* + x = n admet une unique solution,que ’on
notera u,,.

2. Etudier le sens de variation de (un)n>1 et déterminer sa limite.
3. Montrer que pour tout n > 1, u,, < In(n).
4. Montrer que pour n assez grand, u, > In(n) — 1.

5. En déduire un équivalent simple de u,,.

3 Etudes de séries

Exercice 13. — Déterminer la nature des séries suivantes :

1Y oL 5 Ze% -1 4. e, 6. Y nn,
DI
2. Y ML 5., 7. VR T 1 - VAR

Exercice 14. — Déterminer la nature des séries suivantes suivant la valeur a > 0 :

14+ 1 1
Lo 2. Y e 3.2 o

Exercice 15. — Soit la suite (u,) définie par ug = 1 et par la relation de récurrence

—Un

Vn € N, upy1 = upe

1. Montrer que la suite (u,) est & termes strictement positifs et en déduire la convergence de la suite (uy,) ainsi
que sa limite.



ECG 2 Lycée F. Rabelais 2025/2026

2. Montrer que la série de terme général In(u,11) — In(u,,) diverge a I'aide d’un télescopage.
3. En déduire la nature de la série de terme général wu,,.

Exercice 16. — Série harmonique — Le but de ’exercice est de montrer que la série harmonique Z% est
divergente. On déterminera un équivalent de la suite de ses sommes partielles. Posons pour tout n € N*

n

1
Uy, = — —1Inn

k=1 k

1. Montrer que pour tout n € N* on a

L +In(1 1
u — Uy = n - .
ntl T n41 n+1

2. Etudier la fonction  — x + In(1 — z). En déduire que (u,,) est décroissante.

3. Soit v, = Yp_; 1+ —In(n + 1) pour tout n € N*.

(a) Montrer que pour tout n € N* on a

1 In(1+ L
Uptl —Up = —— — In —_
+ n+1 n+1

(b) En déduire, comme pour (u,), que (v,) est croissante.
(c) Montrer que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes.
Que peut-on en déduire ?

n

1
4. Montrer que la suite (Z k:) est équivalente & Inn.
k=1 "/ pn

. . . . . 1
5. Conclure quant a la convergence de la série harmonique ainsi que celle des séries de Riemann — pour
n
a <1

Exercice 17. — Convergence de la série exponentielle —

1. Soit (un)n>0 une suite & termes positifs. On suppose qu'il existe un réel [ €]0, 1] tel qu’a partir d’un certain
rang ng on ait uy4+1 <11 uy,.

a) Montrer qu’alors pour tout n > ng, Up <™ "Oun .
q p - ) — 0
b) En déduire que la série de terme général Up est convergente.

. z"

2. Soit z € R. On pose, pour n > 0, u,, = -
n!

Ungr| o1

Up |~ 2

(b) En déduire que la série de terme général w,, est convergente.

(a) Montrer qu'’il existe ng tel que, pour n > ny,

—1)»
Exercice 18. — Le but de cet exercice est de montrer la convergence de la série de terme général (=1)

1
t" 1
Og/ dt < .
0 1+t n+1

1 n
En déduire la limite de la suite ( / t dt>
0

,n> 1.
1. Montrer 'inégalité :

2. Montrer que pour n > 0 et ¢ € [0, 1],

3. En déduire que

4. Conclure.



