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DM n°1 I

A rendre le 10/10/2025

Exercice 1

On définit la suite (uy,), o par : u; = % et, pour tout entier naturel n non nul :

Un
2(n+ 1)u, +1

Up+1 =

1. (a) Montrer que I'on définit ainsi une suite (u,), oy , de nombres réels strictement positifs.
On pourra procéder par récurrence sur n en montrant que, pour tout entier naturel n.
le réel u,, est bien défini et strictement positif.

b) Compléter la fonction Python ci-dessous pour qu’elle renvoie la valeur de u,, & 'appel
( p y pour q pp
de suite(n).

def suite(n):
u = 1/2
for k in range(l,n):

u = ... # u prend comme valeur u_{k+1}
return u

L
12°

2. Donner la valeur de us, puis vérifier que us =
A T’aide de la fonction de la question précédente, donner une valeur approchée de wuqg.

3. (a) Utiliser la définition de la suite (u,), .. pour établir I'encadrement :

1
2(n+1)

(b) En déduire que la suite (uy), oy converge et donner sa limite.

Vn € N*, 0 <ty <

4. Pour tout entier naturel £ non nul, on pose : v, = %

(a) Pour k£ € N*, établir 'égalité : vy 1 —vp = 2(k + 1).
(b) La suite (vy,),,cn- est-elle arithmétique ? Justifier.

(c) Par sommation de I’égalité obtenue a la question 4a), établir la relation :
Vn € N v, =n(n+1)

(d) En déduire explicitement u,, en fonction de n puis retrouver la valeur de liril Up, -
n—-+0o0

5. Avant d’étudier la convergence de la série de terme général u,, par le calcul, on I’étudie de
maniére graphique.

(a) Compléter le programme suivant afin qu’il calcule et trace le graphique représentant
les 20 premiers termes de la suite (Sy),, o+ des sommes partielles associée a cette série.
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(b)

import matplotlib.pyplot as plt

n = 20
u 1/2
# On initialise la liste destin\’ee \‘a contenir les S_k, 14
liste_S = [0 for k in range(1,n+1)]
liste_S[0] =
# Rem : liste_S[k] devra contenir la valeur de S_{k+1}
for k in range(l,n):

u = ...

liste_S[k] =
# Puis on trace
liste_k = [k for k in range(1l,n+1)]
plt.plot (... , ... , 7.7)

Quelle semble étre la nature de la série de terme général u,, 7

Déterminer les constantes a et b pour lesquelles, pour tout entier naturel n non nul,
on a:

a b
Up = — —

n n+1

n
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 1, calculer la somme > uy.
k=1
En déduire que la série de terme général u,, converge et donner sa somme.

Expliquer pourquoi on peut maintenant considérer une variable aléatoire X dont la loi
est donnée par la relation :

Vn e N, P(X =n) =u,

Soit n un entier supérieur ou égal & 1 . Montrer que :

n+21 1
/ Dat <
i1 U n+1

En déduire I'inégalité

}:nilzth+2y4mm

n=1

Montrer alors que X ne posséde pas d’espérance.
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Exercice 2 (facultatif)

Partie I : Etude de deux suites

n

1 1
Pour tout entier naturel n non nul, on pose : wu, = ——1In(n) et wv,=u,——.
n

B k
k=1

1
1. Soit f la fonction définie sur R** par f(z) = 1 +In(z) — In(z + 1).
T

Déterminer lim f(x) et lim f(x).
z—0 T—>+00

Etudier les variations de la fonction f sur R** et dresser son tableau de variations.

)
)
c) Démontrer que :  Vn € N*,  w,1 —u, = f(n).
) En déduire la monotonie de la suite (u,)nens-

)

Ecrire une fonction d’en-téte def u(n):  qui prend en argument un entier naturel n
non nul et qui renvoie la valeur de wu,,.
On suppose la fonction log (pour In) importée du module numpy.

1 1
2. (a) Montrer que: VneN*' wv,41 —v,=——1n (1 + —).
n n

(b) Montrer que pour tout réel x positif : In(1+2x) <=z
En déduire que la suite (v,)nen+ est croissante.

(c) Donner le développement limité d’ordre 2 de In(1 + ) en 0. En déduire que :

1
et = 5
+oo
(d) Déterminer la nature de la série de terme général v, 1 —v,. On note y = Z(U”“ —Up,).
n=1
n—1
(e) Pour n > 2, simplifier la somme partielle : Z(vk+1 — Ug).
k=1

En déduire que la suite (v,),>2 converge vers 7.

3. (a) Déterminer lim wu,,.
n—oo

1
(b) Montrer que Vn € N* v, <~ <wu, puis que Vn e N* |u, —v| < —
n
(c¢) La fonction floor a été importée du module numpy. On rappelle que l'instruction
floor(x) renvoie la partie entiére d'un réel x. On suppose également que la fonc-
tion u de la question 1) e: a été correctement programmée. Expliquer U'intérét et le
fonctionnement du script ci-dessous :

eps = 10%x(-4)
n = floor(1l/eps) + 1
print (u(n))

Partie IT: Etude d’une série

1
Pour tout entier naturel n, on pose a, = ——.
n(2n —1)

-3
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1. Démontrer que la série de terme général a,, converge.

n 2n n
2. (a) Justifier que : Vn € N, szl_l :Z%—Zi
k=1 k=1 k=1
(b) Déterminer deux réels «v et 3 tels que : Vn e N*, a, = % + Qnﬂ— T
n 2n 1
(c) En déduire que : Vn € N¥, ; ap = QR;A T

1
3. (a) Montrer que : Vn € N — = U9y — Up + In(2
(@) q 3 = )

ol (up)nen+ est la suite définie dans la partie I.
—+00
(b) Calculer alors Zak.
k=1

2n n
. 1 1 1
4. (a) Montrer que : Vn € N*, E il E — %
k=n+1 k=114 —

(b) Retrouver alors le résultat de la question 3) b:



