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le 21/11/2025
Durée : 4h

— L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé.

— La clarté et la précision des raisonnements interviendront pour une grande part dans la notation.
— Le résultat d’une question peut étre admis afin de traiter une question suivante.

— On encadrera le résultat de chaque question.

Exercice 1

1. (a)

(d)

2. (a)

On a

F = {(_“b >,(a,b,c)6R3}
- {e(o o) (5 o) (s
ver (55 )-( 4 0 ) (o

Donc F est un sous-espace vectoriel de M (R).

oo o <o

La question précédente fournit une famille génératrice de F'. Montrons que cette famille est libre.

10 0 1 00
: 3
Soit (a,b,¢) € R telquea(o 0>—|—b( 1 0>+c<0 1)_02,

a b 0 0
Onaalors(_b c>_<0 O>’

donca=b=c=0.
Ainsi cette famille est libre.

. . 1 0 0 1 0 0 .
Conclusion : la famille (( 0 0 ) , ( 1 0 ) , ( 0 1 )) est une base de F' et donc F' est de di-

mension 3.

Remarquons tout d’abord que ces deux matrices sont bien des éléments de F' : la premiére est de la

forme ( _ab ZC))avecazl,bzletc:l;etlasecondeaveca:2,bzletc:—l.

1 1 2 1
. 9 _
Soit (A, 1) € R telqueA(_l 1)+M(_1 _1>_02.

A+2u=0

A4 pu=0
On a alors A =0

A—u=0

En faisant Ly — L1, on obtient A = 0; puis u = 0.

Conclusion : la famille (( _11 1 ) , ( _21 _11 )) est une famille libre d’éléments de F'.
Comme la famille de la question précédente a deux éléments et F' est de dimension 3, elle n’est pas une
famille génératrice d’éléments de F'.

— On a A03’1 = 03’17 donc 03,1 € F.
— Soit (Xl,XQ) € E? et (/\1,)\2) € R2.
On a A(Ale + )\2X2) = Al AXl + )\2 AX2
Or AX; =03, et AXy =03 car X1 et X, sont des éléments de E.
Donc A ()\1X1 + )\QXQ) = )\1 03_]1 + )\2 03"1 = 0371.
Donc M X1 + A Xs € E.
Ainsi F est stable par combinaisons linéaires.
Conclusion : E est un sous-espace vectoriel de M3 1(R).
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(b) On a:
T 1 -1 2 T 0
y| eEF <~ 2 -2 4 y]l =10
z 3 -3 6 z 0
r—y+2z = 0
= 20 —2y+4z = 0
3z —-3y+62z = 0
= z—-y+22=0
= x=y—2z
Ainsi
y— 2z 1 -2
E= Y Jy,2) eR?y =Sy 1] 42| 0 |,(y,2) € R?
z 0 1
1 -2
On en déduit que la famille 11,10 est une famille génératrice de E.
0 1

Comme de plus il s’agit d’une famille libre (deux vecteurs non colinéaires), on en conclut qu’il s’agit
d’une base de F.

(¢) Comme E a une base comportant 2 éléments, E est de dimension 2.

0 0 -1 0
(d) Ona A[2]=(0]etA| 1 | =[0]. Donc ces deux vecteurs sont bien des éléments de E.
1 0 1 0

Comme FE est de dimension 2, il suffit de montrer que ces deux vecteurs forment une famille libre pour
montrer qu’ils forment une base de E. C’est le cas car ils ne sont pas colinéaires.

0 -1
Conclusion : les vecteurs | 2 | et 1 forment une base de E.
1 1

Exercice 2

1. on vérifie les critéres :
— Eq (A) c M3 (R)
— Comme A 03 = 03 alors 03 € M3 (R)
— Si M et N sont deux matrices de F; (A) et o et 5 deux réels alors
aM + BN € M3 (R) et
A(aM + BN) = aAM + BAN = aM + BN car M et N sont dans E (A)
Donc aM + N € E; (A)
Donc E; (A) est bien un sous-espace vectoriel de M3 (R) .
On admet que Es (A) est aussi un sous-espace vectoriel de M3 (R)
2. (a) Pour montrer 'inclusion on montre que si M € E; (A) alors M € Ey (A) :
Si M € E; (A) alors AM = M donc A2M = A(AM) = AM et donc M € E, (A)
(on avait aussi M € M3 (R) )
(b) Si A est inversible, pour montrer I’égalité des deux ensembles, on doit montrer I'inclusion réciproque :
Si M € By (A) alors A2M = AM et A=Y A’M = A=YAM d’ot AM = M
Alors M € E; (A)
Donc F5 (A) C Ey (A) et finalement Ey (A) = E5 (A)
3. Supposons A — I inversible.
On sait a déja que 03 € Ey (A4).
si M € Eq (A) alors AM = M d’ot AM — M =03 et (A—I)M =05
et, comme A — [ est inversible, alors M = 03
Donc E; (A) = {03} si A — I est inversible.

9.
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-2 1 0
4. Comme B — I = 0 -2 1 ) est triangulaire & coefficients diagonaux non nuls, elle est inversible.
0 01

Donc E; (B) = {03}.

Comme B est diagonale a coefficients diagonaux non nuls, B est inversible donc Es (B) = F; (B) = {03}.

Leur dimension commune est 0

-1 0 0
5. Prenons D = 0 2 0 |.

0 0 O
Remarquons que D? n’est pas inversible (Ce qui rend possible le fait que Ey (D) # E; (D)).

-2 0 0
OnaD—1I3= ( 01 0 ) . Donc D — I3 est inversible; donc E; (D) = {03}.

0 0 -1
1 0 0
Déterminons Ey (D). Ona D?= | 0 4 0
0 00
a b c
M=|d e f |€Ey(D) < D*’M=DM
g h i
—a —-b —c
— = | 24 2 2of
0 0 0
= =b=c=d=e=f=0

f
0 00 0 0 0 0 O

Donc Es (D) est engendrépar [ 0 0 0 |, | O 0O Jet| O 0 O |.Onenconclut que F5 (D) #
0 0 0 0 0 01

E, (D).

Exercice 3 :

1
PS=0)=P(X=0Nn(Y=0)=PX=0xPY =0)= T indépendance des variables X

PS=2)=P((X=0)n(Y=2)U[X=2)n(Y =0)JU[(X=1)Nn((Y =1))
=P(X=0)xPY =2)+P(X=2)xPY=0)+P(X=1)x P(Y =1)
11 1
AT
5
16

P(S=3)=P((X =1)N(Y =2)]U[(X =2)n(Y =1)])
=P(X=1)xPY =2)+P(X=2)x P(Y =1)
1 1
378
1
~1
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P(S=i) | 1/16 | 1/8 | 5/16 | 1/4 | 1/4

(b) S est une variable discréte finie donc elle admet ne espérance et

ZkPS k) —+ ++Z+1

E(S):g.

1
(c) On sait aussi que S =X +Y donc par linéarité E(S)=F(X)+ E(Y)=2x (0 + i + 1) =3

2.(a) T(2)={0,1,2,4}.
(b) (T=0)=(X=0)U(Y =0) Attention, ici les événements ne sont pas incompatibles!

P(T=0)=P(X=0)+P(Y =0)-P((X=0)n(Y=0) = %+i_li6
7
P(T=0) = 1.
P(T:l):P(X:l)ﬂ(Y:l)):P(X:l)xP(Y:l):%.
PT=2)=P((X=1)Nn{ =2)]U[(X=2)n( =1)])
—P(X =1)x P(Y =2)+ P(X =2) x P(Y = 1)
11
378
1
4
P(T = 4) P((X:2)H(Y:2)):P(X:2)xP(Y:Q):%.
Bilan
7 0 1 2 4

P(T=j) | 7/16 | 1/16 | 1/4 | 1/4

(¢) T est une variable discréte finie donc elle admet ne espérance et

1 1 25
B(T) =z +5+1, |ED) =T |

(d) On sait aussi que T = XY donc par indépendance des variables X et Y,

E(T) = BE(X) x B(Y) = (Z) - 1%

3. Loi du couple (S,T).
V(i,j7) €{0,...,4} x {0,1,2,4}, P((S=1i)N(T =3))

i\ ] 0 1 2 4 | P(S=1)

0 /16| 0 | 0 | 0 | 1/16

1 18 0 [ 00 1/8

2 1/4 [1/16| 0 | 0 | 5/16

3 0 | 0 [1/4] 0 1/4

1 0 0 | 0 |14 1/4
P(T =) | 7/16 | 1/16 | 1/4 | 1/4
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4. P((S=4)N(T=0))=0 et P(S=4)x P(T=0)+#0 donc les variables ne sont pas indépendantes.

1 1 1
5. E(ST)=2Xx1x —4+3x2x - 4+4x4x —,

16 4 4
B(sT) = 2|,
8
45 5 25
55
CjOV(»SV7 T) = 33 .

Exercice 4

Partie I : Etude d’une premiére variable aléatoire

1. (a) Notons, pour tout i € N, P; 'événement : " Obtenir pile au i-éme lancer " et F; = P;. On a alors

(X:()):Plﬁpg
(X=1)=(PNFkNP)U(FNPNDP;)
(X=2):(P1ﬁF20F30P4)U(F1ﬁP2ﬂF3HP4)U(F1ﬂFgﬂP3ﬂP4).

En effet, pour tout n € N, (X = n) signifie que ’on a obtenu n Face et deux Pile, le second au (n+2)-éme
lancer et le premier a I'un des (n + 1) rangs précédents. On obtient donc

P(X=2)=3x <;)2x (§)2:;7

(b) Comme observé a la question précédente, pour tout n € N, (X = n) signifie que 'on a obtenu n Face et
deux Pile, le second au (n+ 2)-éme lancer, le premier a I'un des (n+ 1) rangs précédents. Formellement :

n+1 n+1
X=n=|J || NE N Pya.

i=1 j=1

J#i

Par incompatibilité et par indépendance des lancers, il vient

n+1 n
2 1 2
P(X =n)= (st (3) ) %3
=1
n+1 4

= Zl 3n+2
4

Ainsi,
VneN, PX=n)=(n+1)

3n+2 :

Partie II : Etude d’une expérience en deux étapes

1. (a) U prend clairement des valeurs entiéres positives et, pour chaque entier n, il existe une suite de tirages
amenant & n Face et 2 Pile suivi d’un tirage de la boule numérotée n. Autrement dit,

U(Q) =N.

5



ECG2 2025/2026

(b) Soit n € N. Sachant (X = n), 'urne est composée de (n+1) boules indiscernables au toucher numérotées
de 0 a n donc conditionnellement & cet événement, U suit une loi uniforme sur [[0, n]]

(c) Soit k € N. On commence par observer que (U = k)N (X =n) = 0 si n < k car on ne peut pas tirer une
boule numérotée k dans une urne contenant des boules numérotées de 0 & n si k > n. Ainsi en appliquant
la formule des probabilités totales relativement au systéme complet d’événements {(X = n)},en, on
obtient :

+oo
P(U=k)=) PU=kX =n)

n=0

+oo

=Y P(U=FkX =n)
n=~k
+oo

n=k

+oo
1
= gk — 1P(X =n) (d’aprés 2.b),

ce qui établit la premiére égalité.
En injectant le résultat trouvé en 1.b, il vient

P(U—k)—f L )
ST L VT e

n=k
=1
:42W
e~
:42)3%7’“2

4 =1
= 3k+2n§::037

_ 4 1
Co3k2 T 1-1/3
4 3
=3z 3
Ainsi,
2
Vk € N, P(U:k):ng.

(d) U admet une espérance si et seulement si la série Z kP(U = k) converge absolument. Les valeurs prises
£>0
par U étant positives, ceci équivaut a la convergence de la série. Or,

ZkP(U:k):Zk%

k>0 k>0

2
= ki

k>1

2 1
=52 kg

k>1
k—1
2 1
= — k|l = .
2>k (3)
k>1

On reconnait le terme général d’une série géométrique dérivée de raison 1/3. La série converge donc et
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alors

X
)

Ainsi,

Pour déterminer la variance, on commence par étudier l'espérance de U(U — 1). On a

S k(k— V)P =k) = 3 k(k— 1)33j

k>0 k>2
1\ F2
3 .

2
= — k(k—1
k>2
On reconnait une série géométrique dérivée deux fois de raison 1/3, il s’agit donc d’une série convergente,
et plus précisément absolument convergente puisque ses termes sont positifs. Il suit donc du théoréme
de transfert que U(U — 1) admet une espérance et

E(UU —1)) = f k(k — 1)P(U = k)
k=0

2w (l)

2 2
277 (1-1/3)3
2 2x27

= — X
27 8

!

=3

Mais alors U2 = U2 —~U+U = U(U — 1) + U admet une espérance comme somme de variables aléatoires
admettant une espérance et

EU* =E{UWU -1)+EU) =
Il suit alors de la formule de Koenig-Huygens que :

VAMU)zEaﬂ)—Ea02:1—<1>2=3.

V prend clairement des valeurs entiéres positives ou nulles et, pour tout n € N, il existe un tirage
amenant a n Face et deux Pile suivi d’un tirage de la boule 0, auquel cas (V = n) est réalisé. Ainsi,

V(Q) = N.

-
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(b) Soit n € N. Sachant [X = n], V prend ses valeurs entre 0 et n et, pour tout k € [[0,n]], on a

Pixen)V =k=Pxen)X —U =k
ZP(X:n)Uzn—k
1
n+1"

Ainsi, la loi conditionnelle de V' sachant [X = n] sachant [X = n] est la loi uniforme sur [[0, n]].

(¢) En reprenant les calculs effectués en 2.b, on observe que la loi de V est la méme que celle de U.
Autrement dit,

3. Soient k,l € N. On a
U=kV=0)=U=kX-U=0=U=kX=k+1).
Ainsi,
PU=kV=0)=PU=kX=k+1)

= Pix=pt0)(U=k) x P(X =k +1{)
1

“ xR D
4

~ gkter2
2 2

= gkt1 X 30+1
=PU=kPV=1).

Ainsi, | U et V sont indépendantes.

4. U et V étant indépendantes d’aprés 4, il vient

Cov(U,V) =0.
Alors
Cov(X,U) =Cou(V +U,U)
= Cov(V,U) + Cov(U,U)
— 0+ VAR(U)
_3
=7
Ainsi,
Cov(X,U) = Z

Partie III : Etude d’un jeu

1. Simulation informatique

(a) On propose la fonction suivante :

1. def mystere(p):

2. nPile = 0

3. nFace = 0

4. while nPile < 2:

5 if rd.random() < 2/3:
6. nPile = nPile + 1
T. else

8. nFace = nFace + 1
9.

return nFace

-8
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(b) La fonction proposée dans I’énoncé calcule la fréquence, sur 10 000 simulations, des victoires de A.

(¢) On observe que pour p ~ 0,8, on obtient une fréquence de victoires de A approximativement égale a

50%. Ainsi : | Le jeu est équilibré pour p ~ 0, 8. ‘

2. Etude de la variable aléatoire Y

(a) Z compte le rang du premier succés (" obtenir Pile ") dans une suite indéfinie de répétitions d’expériences
de Bernoulli indépendantes (lancer la piéce), de méme parameétre (p, la probabilité de faire Pile). Ainsi,
Z suit une loi géométrique de paramétre p.

(b) Y étant le nombre de Face obtenus jusqu’au premier Pile, on a la relation Y = Z — 1. Il s’ensuit que Y’
admet une espérance et une variance et que

EY)=E(Z-1)=E(Z)-1=~-1=-—=

et

1—
VAR(Y)=VAR(Z —1) = VAR(Z) = —2.
(c) Posons ¢ =1 —p. On a, pour tout n € N,

P(Y zn)=P(Z-12)
=P(Z>n+1)

“+o0
Y Pz=

k=n-+1

“+o0
= > pg!

k=n-+1

+o00
Z qkf(n+1)

k=n-+1

—+o0
=pg"» "
k=0

Ainsi,
YneN, PY >n)=(1-p"
3. (a) En appliquant la formule des probabilités totales relativement au systéme complet d’événements {(X =
n)}nen, on a

= Z P(X P(Y >n) (car X et Y sont indépendantes).
Ainsi,
+oo
P(X<Y)=> P(X=n)P(Y >n)
n=0
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(b) En injectant les résultats établis en 1.b et 7.c dans la formule trouvée en 8.a, on a :

P(X<Y)= +fp(x = n)(Y >n)
n=0

“+oo

4
= Z(n + 1) 33 qn

(n+1) (g)

@\ppﬁ
+ o
8

NgPRtNg

Ol Ol Ol

X
/N
w
|| e
s
N~
(V)

Ainsi,
4

P(X<Y)= CFToER

1 4 1
Le jeu est équilibré quand P(X < Y) = =, clest-a-di 1—= __10
(c) Le jeu est équilibré quand P(X <Y) 5 ¢est-a-dire quan GTpE 2 r

4 1

Sp?4+4p—4=0
& p est racine de X? +4X —4
epe{-2-2V2 —2+2V2}.

Mais —2—21/2 < 0 et —24-21/2 > 0 et p est nécessairement positif. Ainsi,‘ Le jeu est équitable pour p = 2v/2 — 2. ‘

Remarque : On a v/2 ~ 1,41 donc 2v/2 — 2 ~ 0,82, ce qui est cohérent avec la réponse déterminée
numériquement a la question 6.c.

-10-



