ECG2 2025/2026

Corrigé du DM n°4 I

A rendre le 27/01/2026

Exercice 1

1. Pour z > 0, on a :

—e
Flo) =2 %
on a donc bien —f'(z) = h(x).
Pour x > 0,
Jla)=—2x
on obtient alors
@) =zx e ).

e(l4+e ) er+1 -

2. Soit A > 0. Comme —f est une primitive de h, on a :

Comme g est une primitive de f,

A
/O f@)dx = [g(@)]5 = 9(A) = 9(0) = g(A) +2In(2) .

avec
uwz)=z ; u(x)=1

vie)=hz) 5 v()=-f(z).

Les fonctions u et v sont de classe C!, on peut donc appliquer la formule d’intégration par parties :

/OA af(z)dz

A
[u(x)v(m)]gl—/o o' (z)v(z)dz
A
— [of@)) - [ (-r@)ds

= —Af(A) +[g(x)]
= —Af(A)+g(A) —g(0) .

4. La limite & gauche en 0 de h est 0.
0

e 1
Sa limite a droite est ————, c’est a dire =.
(1+€9)2
Conclusion : la fonction h n’est pas continue en 0.
5. e La fonction A est continue sauf en 0.
e La fonction A est & valeurs positives.

e Déterminons 'intégrale de h sur R.
Sur | — 00, 0], 'intégrale de h converge et vaut 0.
Sur [0; +o0[, l'intégrale de h est impropre en +oo. Soit A > 0. D’aprés le 2., on a :

A
/0 h(z)dx=1-— f(4) .
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Or lim f(A)=0. Donc cette intégrale converge et

A—+oo
+oo
/ h(z)dx =1 .
0

On en déduit que I'intégrale de h sur R converge et vaut 1.

Conclusion : h est bien une densité de probabilité.

6. On a, pour r € R,
H(z) = P(Z < X) = / h(t)dt .

e Pour z < 0, comme h est nulle sur | — 00,0], on a H(z) = 0.

e Pour x <0, on a:

H@%=Aﬂmmv:kﬂmé=—ﬂm+fm»

De plus,
2 1+4+e"—2 -1

S 14er 14er l4er

f0) = f(x) =1
On a donc bien le résultat annoncé.

7. Remarquons que In(2) > 0 et In(8) > 0.

(n(2) _
P(Z>In(2))=1-H(n(2))=1- ) +1 =1- ;_’_1 = %
P(In(2) < Z <In(8)) = H(In(8)) — H(In(2)) = g - % = g
P([Z<Im@®)]|N[Z>m(2)] Pn2)<Z<In@®)) 3 2
Pene(@<h®) = =250 0@y~ PZzm@) 23
8. On résout :
H@ =5 & o=
& 2’ -1)=e"+1
&S e =3
< 1z =In(3)

La médiane de Z vaut donc In(3).

9. Remarque : = — xh(x) est a valeurs positives, donc la convergence de I'intégrale de cette fonction sur R est
équivalente & sa convergence absolue.

e Sur | — 00, 0], z — zh(z) 'intégrale de converge et est nulle.
e Intégrale sur [0; +o0].
A
On a vu au 3. que, pour A > 0, / x.h(z)dx = —Af(A) + g(A) — g(0).
0

24 2A
— ; donc, par croissances comparées, lim Af (A)=0.
A—+4o00

Af(A) = —— ~

Or Af(4) 14+ed e

Et g(A) = —2In(1 +e=4) ; donc lim g(A) = 0.
A—+o00

Donc lintégrale sur [0; +oo[ de  — xh(z) converge et vaut —g(0).

Conclusion : Z posséde une espérance et

9.
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Exercice 2 (facultatif)
1. (a) (U=-1), (U=1)) est un syst

éme complet d’événements donc

PY<z) = PY<znU=-1)+P(Y <znU=1)
= PUX<znU=-1)+PUX<znU-=1)
PX>-2nU=-1)+P(X <2znU=1)

(b) Comme U et X sont indépendantes,

P(Y<a) = P(X>-2)P(U=-1)+P(X<a)P(U =1)
= S+ ,20)
1 1
= 3 (a:)—l—i@(x)
= ®(z)

avec ® la fonction de répartition de A (0, 1).

Conclusion : ’Y suit la méme loi que X ‘

2. () OnaE(U)=-1P(U=-1)+1P(U=1)=-i+1=0
(b) On a XY = X?U donc E(XY) = E (X?U) et, comme U et X? sont indépendantes, E (X2U) =
E(X?)E(U)=0.
(X2 a une espérance car X a une variance !)
Conclusion : |E(XY) =0
(c) On a donc Cov (X,Y)=E(XY)— E(X)E(Y) =0 (espérance nulle pour N (0,1) ).

3. (a) Ona FE (X2) =V (X) +E(X)2 =1.
“+o0 42
Donc [ \/%71&23 /2 = 1'
et par parité f0+°° \/%t%*tzﬂ - % et

too 2 1272 _ Y 2m

Conclusion : | |

0 2
(b) Dans fOA zte""/2dz on pose v/ (z) = xe " /2 1 u(x) = —e /2 1 v (x) = 23 : v/ (z) = 322 avec u et v
de classe C'.
Donc
A 2 2 A A 2
/ gle™™ Pdy = [fxgef”” /2} — —e 7 2352 dy
0 0 0

A
= —A3e_A2/2+3/ 22" Py
0
(¢) Quand A tend vers 400, on a A%¢=4"/2 = exp (_%2 +3In (A)), avec —%2—&—3 In(A) = A% (-1 +3In(4) /A) —
—00
et donc A3e=4%/2 5 0,

V2r

D’autre part, fOA 22e=% 24y — f0+°° t2e=t"/2 = < donc

3V2r
2

A 4 .2
Jy zte 12dg —

3v2
Conclusion : f+oo z*e=*"/2dzconverge et vaut 5 T

0

-3
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(d)

()

. —+o0 2
X a un moment d’ordre 4 si [ 4_L_e=2"/2dg converge.

—o0 z V2
+ g2 .. 0 22 ) .
Or [,"™ z*e=" /2dz converge, donc par parité [___ az*e™"/2dx converge également et vaut la méme

chose.
o 1 3v2
Donc fjoo e /2y converge et vaut 2—— v2r -3

Vor Vor 2

Conclusion : | X a un moment d’ordre 4 et E (X4) =3

On a X2Y2 = X*U? avec U2 =1 donc X2Y?2 = X% et
Conclusion : | E (X2Y2) =F (X4) =3

Comme X2, Y2 et X?Y? ont une espérance alors (X?,Y?) a une covariance et
Cov (X2,Y?) =E(X*Y?) -E(X)E(Y?)=3-1-1.

Conclusion : | Cov (X2,Y?) =2

Si X? et Y2 sont indépendantes alors Cov (X?,Y?) =0 donc (contraposée)

comme Cov (X?2,Y?) # 0 alors

X2 et Y2 ne sont pas indépendantes.

Et si X et Y sont indépendantes alors une fonction de X est indépendante d’une fonction de Y.
Ici avec la fonction carré;

Comme X2 et Y? ne sont pas indépendantes alors X et Y ne le sont pas.

Conclusion : | Si X et Y sont indépendantes alors la covariance est nulle
Mais la réciproque est fausse.




