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Feuille d’exercices n°11 : Fonctions de deux variables I

1 Meéthodes de base

Exo 1. — Calculs de dérivées partielles, gradient — Pour chacune des fonctions suivantes, calculer ses dérivées
partielles et déterminer son gradient.

L R —» R 5 R2\ {0} — R
S (r,y) ~ 2%y —3zy®+2y° f (r,y) ~ zln(z? +y?) 3~f{

(R%)? — R
(2,y) = &

T

Exo 2. — Calculs de dérivées secondes, matrice Hessienne — Reprendre les deux premiéres fonctions de
I’exercice précédent ; déterminer leurs dérivées secondes ainsi que leur matrice hessienne en chaque point de leur
ensemble de définition.

Exo 3. — Nature des points critiques — Pour chacune des fonctions suivantes, vérifier que le point donné est
un point critique et étudier sa nature :

1. f(z,y) = 2% — 2y + y? au point critique (0, 0),
2. fla,y) = 23 + 22y? — y* + 2% + 32y + y? + 10 au point critique (0,0).

Exo 4. — Recherche d’extrema — Déterminer les extrema locaux de la fonction f : (z,y) — (zy)(z +y — 1),
définie sur R2.

Exo 5. — Extremum global ~On considére la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 2% + 22y + y* + 6.
1. Déterminer ses points critiques.
2. Montrer qu’en ces points critiques f admet un extremum global.

3. Pouvait-on conclure (quant aux extrema locaux) grace a la Hessienne ?

2 Divers

Exo 6. — Déterminer les extrema locaux des fonctions suivantes sur le domaine D (dont on admet qu’il s’agit d’un
ouvert).

L f:(z,y) 2 ((n(z))? +y?), D=R; xR. 2. fi(zy )|—>\/ —z In(z),
:{ z,y) ER* |0 <z <y}
Exo 7. —On considére la fonction f définie sur R? par f(x,y) = z(y + 1 — 2).
1. Montrer que f admet un maximum sur le domaine D = [0, 1]°.
2. Déterminer ce maximum.

Exo 8. — On considére deux fonctions notées g et h. La fonction g est définie sur R? par :
g((z,y)) = 2e% + 322 — 22y + y?; la fonction h est définie sur R par: h(z) = 2e~% + 222

1. Montrer que I’équation 2z — e~* = 0 admet une unique solution « dans R (on ne cherchera pas a calculer

Justifier que g est de classe C? sur R2.
Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de g.
Montrer que le seul point critique de g est le point M = (o, @).
Calculer les dérivées partielles d’ordre 2 de g.
Montrer que g présente en M un minimum local de valeur 2a(2 + «).
3. (a) Montrer que Y(z,y) € R?, g((x,y)) > h(z).
(b) Etudier les variations de h et montrer que h présente en £ = ¢ un minimum global.

(c) En déduire que le minimum local présenté en M est aussi un minimum global pour g.
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Exo 9. —

1. Pour tout z > 0, on pose g(z) = 22 + Inx. Montrer que ’équation g(x) = 0 admet une unique solution « et
que 1/2 < a < 1.

2. On considére l'application : F:RY xR =R, (z,y)— F(z,y) =z eV +y Inx.

(a) Montrer que F est de classe C'! sur R*% x R et calculer les dérivées partielles premié res de F' en tout
point (z,y) de R x R.
(b) Montrer que F' admet un point critique et un seul que 1’on exprimera a l’aide du nombre réel a.
(¢) Est-ce que F' admet un extremum local ?
Exo 10. — On définit f sur R? par : f(z,y) = 2%y + In(1 + 3?)
1. Déterminer ses points critiques.
2. Déterminer sa matice hessienne en ce(s) point(s) critique(s). Que peut-on en déduire ?
3. (a) f admet-elle un maximum en ce(s) point(s) critique(s) ?
( () = f(x, —2?).
(

s) critique(s) ?

b) Etudier la fonction g définie sur R par g
(¢) f admet-elle un minimum en ce(s) point
)

(d) Conclure.



