ECG2 2024/2025

Corrigé du DM n°3 I

A rendre le 03/12/2024

Exercice 1
x
1. By En notant X = (z,y,2), X € 1 & (A—1I3) |y | =03,.
z
On résout :
T 2 =2 3 T
(A—Ig) Yy :0371 = 1 —1 2 y :0371

z
x—2y+3z =0
& x—y+2z =0

2x — 2y +3z =0
< | Ly 2Ly — L
z=0
r=1Yy
Donc, en notant e; = (1,1,0), Fy = Vect(el).

Comme F; est engendré par un unique vecteur non nul, ce vecteur en constitue bien une
base.

8

EyEn notant X = (z,y,2), X €e By & (A—1I3) [y | =0s;.

z
On résout :
T 1 -2 3 T
(A — 2[3) Y| = 0371 54 1 -2 2 Y| = 0371
z 0 0 O z

0 _
T—2y+3z =
< { —z =0 | Ly Ly— I
s {7
r =2y

Donc, en notant e; = (2,1,0), Ey = Vect(es).
Comme F5 est engendré par un unique vecteur non nul, ce vecteur en constitue bien une
base.

2. On calcule :
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6.

donc f(e3) = (4,3,2).
D’autre part 2e3 + e; = 2(1,1,1) + (2,1,0) = (4, 3,2).
On a donc bien f(e3) = 2e3 + ex;

Montrons tout d’abord que cette famille est libre. La relation Aje; + Aaes + Azez = (0,0,0)
est équivalente au systéme :

/\1 + 2)\2 —|— /\3 - 0 /\1 + 2)\2 + /\3 - 0 )\1 = O
A+ Ao+ )\3 = 0 & N = 0 & A = 0
A3 = 0 A3 = 0 A3 = 0

On en déduit que e, ey et e3 forment une famille libre de R3. Comme de plus c’est une
famille & trois élément et R? est de dimension 3, on en conclut qu’il s’agit bien d’une base.

On a vu que e; est solution de I’équation f(X) = X ; donc f(e;) = e; = leg + Oey + Oes.
De méme, ey € Ker (f — 21d), donc f(ey) = 2e5 = 0ey + 2e5 + Oey ;

et f(es) = 0ey + eo + 2‘es.

On en déduit que la matrice T de f dans la base (eq, g, €3) est

T —

S O =
o N O
N = O

La matrice A est la matrice de f dans la base canonique ; T est la matrice de f dans la
base (e, e9,€3) ; et P est la matrice de passage de la base canonique & la base (e, s, €3).
Donc, d’apreés la formule de changement de base, on a

T=P'AP.

(a) On a A = PTP~!. Par récurrence, on montrer que pour n € N, A" = PT"P~1.

100 000
(byOnaT =D+ N,avec D = [0 2 0| et N = [0 0 1 De plus, DN =
00 2 000
000 000
00 2leteND=|[0 0 2] ;donc D et N commutent. On peut donc appliquer
000 000

la formule du bindéme de Newton :

(D+N)" = (N +D)" = (Z) NEDnF
k=0

Mais de plus N? = 03, donc pour tout k > 2, N¥ = 05. On obtient ainsi :

1 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
T"=N°D"+nND" "= (0 2" 0 |+n[0 O 1|0 20" 0 | =(0 2" n2!
0o 0 2 0 00 0o 0 271 0 0
1 21
(¢) OnaP= |1 1 1]|. Déterminons son inverse.
0 0 1
x a
Pour X = (y) € M31(R)et Y = [b| € M3:(R), 'équation PX = Y est
z c
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équivalente a :

r+2yt+z = a r+2y+z = a r = a—2a—b)—c=a+2b—c
r+y+z = b & y = a—b &< y = a—2b
z = ¢ z = ¢ z = c
On en conclut :
-1 2 -1
Pl=[1 -1 0
0 0 1
(d) Soit n € N,
A" = PT"P!
1 21 1 0 0 -1 2 -1
= 1 11 0 27 np2nt 1 -1 0
001 0o o 2 0o 0 1
1 21 -1 2 -1
= 1 11 2n —on p2nt
0 01 0 0 2"
—1 42t g —onfl 14 p2n 4 2n
= —1+2" 2-2" —14n2nt4on
0 0 A

(e) En remplgant n par —1 dans la formule obtenue précédemment, on obtient la matrice

0 1 -1 0 4 —4
Q=|-1/2 3/2 -3/4]=-|-2 6 -3
0 0 1/2 0 0 2
Calculons :
0 4 —4 3 -2 3
RQA=-1-2 6 -3 1 0 2| =1I;.
0 0 2 0 0 2
Donc A est inversible et son inverse est Q).
Conclusion : la formule obtenue & la question précédente reste valable pour n = —1.
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Exercice 2 (facultatif)

Soit A € My(R). L’objectif du probléme est I’étude, dans certains cas, de 1’ensemble C4 des
matrices qui commutent avec A :

1.

2.

Ca={M e MyR) /| AM — MA =0} .

e On a A0y — 09A = 04, donc 0y € Cy4.
e Soit (My, M) € C%, soit (A1, A2) € R2.

On a

A(/\lMl + )\2M2> - (/\1M1 + )\2M2)A = )\1(AM1 - MlA) + )\Q(AMQ - MQA)
A102 + A20,
= 02

Done MM + MM, € Cy.

Conclusion : C4 est un sous espace vectoriel de Ms(R).

(a)

G = {BM, MeF}

k
- {Bz/\iMi, (A, M) € R"“}

i=1

k
=1
= Vect(BMy,..., BMy)

En particulier G est un sous espace vectoriel de M, (R).

D’aprés la question précédente, (BMj, ..., BMj) est une partie génératrice de G.
Montrons qu’il s’agit d’une famille libre.
Soit (A1, ..., \x) € R” tel que

Alors .
BY \M; =0, ;
i=1
et, comme B estinversible,
k
> M =0,
i=1

Comme les M;, 1 < i < k forment une base de F', cela implique que tous les \; sont
nuls.

Donc (BMj, ..., BMy) est une famille libre ; et don (BMj, ..., BM}) est une base de
G.

3. Remarquons que A = als, avec a € R.
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(a) Soit M € My(R). Alors
AM — MA = GIQM - M(a[2> = G(IQM - MIQ) = (I(M - M) = 02 .
Donc dans ce cas C4 = Ms(R).

(b) La dimension de Cy4 est alors 4.

4. (a) En posant M = (i Z;),

AM — MA =0, &

o
o O
~__~
7N
N8
~+ <
~_
|
N
N8
~+ <
~_
N\
o
> O
~_
Il
=
[\]

< bz = az
bt = bt
(a—=by=

< (b—a)z=
y=20

< {z:O

(b) On déduit de la question précédente que

Ca = {(g’ ?) (x,t)e]R{Q}
- v (0 0)-(0 1)

Ces deux matrices étant de plus non colinéaires, elles forment une famille libre et donc
une base de Cy4.

(c¢) La dimension de Cy4 est 2.

5. On suppose dans cette question que A est de la forme A = PDP~!, D = <((l) 2), avec
a # b et P une matrice inversible.
(a)
MD =DM < MPDP'=PDP'M < P 'MPD=DP'MP.
Ainsi M commute avec D si et seulement si PM P! commute avec A.

(b) On déduit de la question précédente que
Ca={PMP', MeCp} .

On a vu a la question précédente que (((1) 8> , <8 (D) est une base de Cp. Donc,

d’aprés la résultat de la question 2.,

(76 0) 7 2))

-5
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est une base de
{PM, M €Cp} ;

et, en appliquant & nouveau le résultat de la question 2. (pour la multiplication a

droite),
10\, 4 (0 0\, ,
(rloa)rer )

{PMP~', M €Cp} ,

est une base de

c’est & dire de Cy4.

(c) La dimension de Cy4 est 2.

(d) Iy et A sont bien des éléments de Ca.

De plus il forment une famille libre (vecteurs non colinéaires). Donc, comme Cy4 est de
dimension 2, (I, A) est une base de C4.



