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Feuille d’exercices n°1 : Comparaison des fonctions I

1 Meéthodes de base

Exercice 1. — Application des régles de base sur les limites — Déterminer chacune des
limites suivantes.

Lo ——emitetl 3 g B0 g0 5.2 — In(z2+z+5) en
v X +00
e’ B

2.xi—>$_len1+etl 4 7 22617 on — o0 6. = (2242 +5)* en 400

Exercice 2. — Dérivation — Dériver chacune des fonctions suivantes sur son intervalle de défi-
nition 1.

2 0 1
. 2z _ . .
1. f:z — o sur [ = ] oo| 6. [ : z — CEEE
J0; o0 , sur [ =R
1 4. frax s TP qur [ =
2. f i x — —e sur I = R 7. f:x— Va2+x+5 sur
x _
10; +00] I=R

In(x)

5. f 2 — In(a®+x+5) 8 frxw (2P+2+5)% sur
3. f:x sur I = sur I =R I=R

Exercice 3. — Théoréme de la bijection continue — On considére la fonction f définie sur
]2; +o0[ par

1
f(x) = exp (m) :
1. Etudier la fonction f.

2. Montrer que, pour 'équation f(z) = 2 admet une unique solution.

3. Montrer que, pour n > 2, I'équation f(z) = n admet une unique solution. On note u,
celle-ci.

4. Déterminer le sens de variation ainsi que la limite de la suite (u,)n>2.

Exercice 4. — Utiliser la caractérisation de ’équivalence — Montrer que 2°+72?—3x > —3x.

Exercice 5. — Utiliser un équivalent pour déterminer une limite — Déterminer la limite

en 0 de .
6_

> ——
I (At ap

Exercice 6. — Déterminer des équivalents en 0 et +0o0 — Déterminer des équivalents simples
(puissances de z) des fonctions suivantes au voisinage de 0 et +oo :

1. fy ¢ xrs 22243 2. fo i x4+ -1, 3. f3 : 2?4+ 2Inx.

a:4—ac3+x )
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Exercice 7. — Utiliser un DL2 pour déterminer une limite — Déterminer la limite en 0 de
z? 4+ In(1 + 3z) — 3z
— .
222 4 23

Exercice 8. — Utiliser un DL pour établir la continuité et la dérivabilité en un point
— On considére la fonction f définie sur |—1/2; +oo] par

In(1+2x) .
fa) =0 = si x#0
2 st z=0

Montrer que f est continue sur |—1/2; +oo[ puis qu’elle y est dérivable.

Exercice 9. — Utiliser la formule de Taylor-Young pour établir un DL2 — Déterminer le
DL2 en 0 de f:x s (14 z)e to 1,

Exercice 10. — Position d’une courbe par rapport a sa tangente — On reprend f : z —
(14 x)ex2+x_1. Déterminer I’équation de la tangente a la courbe représentative de f au point
d’abscisse 0 puis déterminer la position de la courbe par rapport a sa tangente en ce point.
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2 Equivalents, développements limités, limites

Exercice 11. — Déterminer des équivalents simples des fonctions suivantes au voisinage de 0 et
+00 :

x3 ¥

Inx+z2?

2. gy L@ 3. z—In(1+2) — In(x).

1.ZE’—> 1+£C27

Exercice 12. — Donner les développements limités a 'ordre 2 en 0 des fonctions suivantes :

1.f:xr—>162$ 3. fra— T, 5. f iz (14 )%,
2 )
. 3/2 . 24z . ze”
2. fraxw (14 x)%7, 4. f:x— e*, 6. f:ox— A=

Exercice 13. — Etudier localement au voisinage de 0 (équation de la tangente et positions rela-
tives) les fonctions f suivantes :

. firx—=/14+z—e7, 2. forx—1In(1+2), 3. f3:x~—>f:x.

Exercice 14. — Calculer les limites suivantes :

e* —In(14+2z)—1 Vitr—1-1% 1 1

lim o ) 2. glgl_rf(l) sn(l+27) e=0z  In(1+x)

Exercice 15. — En utilisant les DL usuels, déterminer un DL2 en 1 des fonctions suivantes

Inz 2. frx— &
1f{L’|—>W f x’

Exercice 16. — — En posant X = 1/, étudier au voisinage de +oo les fonctions f et g définies
par :

L f(z)=2In(1+1), 2. g(z) = x(ex — /14 2/x).
Exercice 17. — Posons, pour tout n € N*, et pour tout x € [0,1], f,(z) = 2" +x — 1.

1. Etudier f, sur [0,1]. Montrer en particulier que f, réalise une bijection de [0, 1] sur un
intervalle a préciser.

2. Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet une unique solution z,, € [0, 1].
3. Montrer que Vx € [0,1], fui1(x) < fu(z). En déduire que (z,,) est croissante.

4. Soit ¢ € [0,1] la limite de (x,) : justifier son existence et déterminer ¢. On suppose que
¢ < 1. En utilisant le fait que f,,(z,) = 0, obtenir une contradiction. En déduire la valeur
de /.
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3 Etudes de fonctions

Exercice 18. — Soit f la fonction définie sur R par f(x) = : stz 70
1 sizx=0
1. Déterminer les limites de f en +oo0.
2. Montrer que f est continue en 0.
3. (a) Etudier le sens de variation de g : 7 + (2 — 1)e® + 1 et en déduire son signe.

(
(b

)

) Déterminer la dérivée de f sur R*.
c¢) Etablir le tableau de variation de f.
)
)

(
(d

(e) Déterminer le sens de variation ainsi que la limite de la suite (uy,).

Montrer que pour tout entier n > 0 il existe un unique réel positif u, tel que f(u,) = n.

4. Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer I’équation de sa tangente.

1 1
5. On admet que le DL3 de ’exponentielle en 0 est : e* =1+ x + §x2 + 6:1:3 + o(z?).

Déterminer la position de la courbe représentative de f par rapport a sa tangente en 0.

Exercice 19. — Soit f définie sur |0, 1[U]1, +o00[ par = — (;“_“i).
1. Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 1 (on note toujours f ce prolongement).
2. Montrer que f est dérivable en 1.

3. Etudier les variations de f sur R?.

4. Déterminer les limites de f en 0 et en +o0.



