ECG2 2026,/2027

Corrigé des Exercices complémentaires de rentrée I

Exercice 1

1. La fonction f est définie sur R\ {—1} .

2. La fonction f est dérivable car quotient de fonction dérivables. Pour z € R\ {—1}, on a :

e+ 1)(z+1)—(?+z+1)  2?+2z
(z+1)? (1)

fl(x) =

Pour x € R\ {—1}, f'(x) est du signe de 22 + 2.
On obtient ainsi

T —00 -2 -1 0 +o00
f'(z) + 0 - - 0 +
3. En +00 :
?2(1+1+%) 1+1+ 5
flz)= i =T i
li 1+% %2 1 d li t li
AT S dore p Sl =teo et D fla)= e
En —1:

lim (z+1)=0" donc lim f(z)= 400

z——1t z——171

lim (x+1)=0" donc lim f(z)=—-00

r——1— r——1"

Tableau de variations de f :

T —00 -2 -1 0 +00
f(x) + 0 - - 0 +
0 -3 +00
f(x) / \ \ /
—0o0 +00 1

Représentation graphique de y = f(z) sur [0,1] :
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y
y = f(x)
2
f(1)
1
£(0)
0 1

4. La division euclidienne donne : X2+ X + 1 = (X+1)X + 1.
On obtient ainsi, pour x € [0, 1],

On en déduit :

/Olf(m)dx:/ol (x—i—zil)dx

1

= [;xQ + In(z + 1)] )

= % +1n(2)

Exercice 2 : Fonctions hyperboliques

On rappelle que, pour tout z € R :

1. Les fonctions = +— e* et & +— e sont de classe C°° sur R, la seconde comme composée de x +—> —x
et de z +— e”. Les fonctions ch et sh, sommes de fonctions de classe C'*°, sont donc de classe C'°
sur R.

2. Pour tout z € R :

1 T4 ® 1
sh!(z) = 5 (" = (—e™™)) = % = ch(x), ch'(x) = 3 (e” —e™®) = sh(z).
Tableau de variations : voir question suivante.
3. Pour tout =z € R,
xT —X
sh'(z) = ch(x) = % > 0,
donc sh est strictement croissante sur R.
De plus, sh est continue et
lim sh(x) = +o0, lim sh(x) = —o0.
r—r+00 T——00

9.
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Par le théoréme de la bijection continue, sh réalise une bijection de R sur [lim,_, o sh(x), limg_, o sh(x)],
c’est-a-dire sur R.

4. Pour tout z € R :

() = sh(w) =  [(¢5 + e = (¢ — )

[621: +24 6—21‘ _ (62:(; —24 6—2:0)]

e S SN

5. a) On a, pour tout z € R :
sh (Argsh(x)) = .

En dérivant les deux membres de cette égalité, pour tout x € R :
Argsh/(z) x sh’ (Argsh(z)) = 1, c’est-a-dire Argsh/(z) x ch (Argsh(x)) = 1.
Or, d’aprés la question 4 :
ch? (Argsh(z)) — sh? (Argsh(z)) =1 donc ch? (Argsh(z)) = 1 + z°.

Comme ch est a valeurs positives :

ch (Argsh(z)) = 1+ 22.

On en déduit : )

Argsh'(x) x V/1+22=1 donc Argsh/'(z) = ——.
V1+a?

b) Notons f: z — In (x +V1+ :U2>, définie sur R.

f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables. Pour tout x € R :

T
1+ —
Flz) = V14a? Vi+az?+z _
l’+\/1—|—3§'2 ,/1_'_332(1._’_,/1_;'_.%2) \/1+$2

c) Les fonctions f et Argsh sont dérivables sur R et ont la méme dérivée : elles différent donc
d’une constante c :
Vo e R, Argsh(z)=1In (a? +v1+ x2) +c.

En 0: Argsh(0) =0 (car sh(0) =0) et In (0 +V1+ 02> =In1 =0, donc ¢ =0.
Ainsi :
Ve € R, Argsh(xz)=In (:E +V1+ 932) .

d) La fonction f, est continue sur [0, 1] et & valeurs positives (si a > 0). De plus :
' a
/ ———dr=a [Argsh(x)](l) =a Argsh(1).
0 V14 a?
Pour que f, soit une densité de probabilité, on doit donc avoir :

1 1

“T Argsh(l) T In(1+3)
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Exercice 3

1. Positivité de la suite.
— ug = 1 > 0.
— Supposons, pour n € N, u, > 0.
Alors e¥» > 1, c’est-a-dire e*» — 1 > 0, et donc up+1 > 0.
— En application du principe de récurrence, on a u, > 0 pour tout entier n.

2. f est dérivable et, pour z € Ry,
fl(z)=¢e"—1>0.
Ainsi f est croissante sur Ry et f(0) = e’ — 0 — 1 = 0. Donc, pour tout # € Ry, f(z) > 0. On en
déduit :
VreRy, e —x—-1>0 c’est-a-dire e’ >x+1.
3. Soit n € N :
Upt1 — Up = €' — 1 —uy = f(uy).
Or u, € Ry (question 1), donc f(uy,) > 0 (question 2), d’oit upy1 — up > 0.
Conclusion : la suite (uy,)n>0 est croissante.
4. Supposons que (u,) converge vers une limite finie £. Alors, comme ¢ :  +— e® — 1 est continue, ¢
est solution de I’équation g(z) = x (d’aprés le théoréme du point fixe).
On résout (sur Ry) :

gx)=0 <= " —1=x
— f(x)=0.

D’aprés la question 2 (en précisant que, pour x > 0, f'(x) > 0 et donc que f est croissante sur
R), la seule solution de I'équation f(x) = 0 est 0.
Conclusion : si (u,) admet une limite finie, celle-ci vaut 0.

Suite du 4. Comme (uy) est croissante, on a l’alternative suivante :

— ou bien (u,) converge vers une limite finie;

— ou bien (uy,) tend vers +oc.

Si (uy,) convergeait, sa limite serait 0. Cela n’est pas possible car ug = 1 > 0 et (u,,) est croissante.

Conclusion : lim wu, = +o0.
n—+00

5. up =e® —1=e—1;uy=e*"1 —1~46. Donc us > 2.
De plus f(2) = e? — 3 ~ 4,38.
Comme f est croissante sur R, on en déduit que, pour tout x > 2, f(x) > f(2) > 1, c’est-a-dire

ef—x—-1>1 soit " —1>z+2>x+1. (%)

6. Onawu; > 1etuy > 2.
Supposons, pour un certain n > 2, u, > n. Alors, d’aprés (%),

e —1>u, +1 donc Upt1 > Up +1>n+1.

Conclusion : pour tout n > 1, u, > n.

7. — En 400,

par croissances Comparées.

4
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— Comme u,, —— 400, on en déduit que

n—-+oo
u3 3
T s 0, c’est-a-dire 0.
en — 1 n—too u n—-4o00
n+1
3
— Ainsi, & partir d’un certain rang n n_ <1, c’est-a-dire
) p g 07 7
Un+1

Up < iQ

Un+1 Up,

— De plus, d’aprés la question 6, u,, > n. On en déduit que, pour tout n > ny,

U 1
0< — <.
Un+1 n
- . 1 . Up
— Comme la série de terme général (s.t.g.) —5, > ng, converge, par comparaison la s.t.g.
n Un+1

converge (remarque : cela ne dépend pas de l'indice de départ).
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Exercice 4

Pour tout n € N, on pose

1
I, = / 2" In(z + 1) dz.
0

1. Notons f: z + (x+ 1)(In(z + 1) — 1), définie sur [0, 1].
f est dérivable sur [0, 1] et, pour z € [0,1] :

flx)y=In(z+1)+(x+1)-

=1 1).
r+1 H(QH_ )

Ainsi f est une primitive de x — In(x + 1) sur [0, 1], donc :

1

1
_70:/0 In(z +1)der = [f(m)}o
=2(In2—1) — (-1)

=2In2-—1.
2. On écrit
1 1
I :/ :vln(:n—{—l)dx:/ u(x)v'(x) dx
0 0
avec
@ =h@+), V@=— Y@= @)=L
u(z) = In(x u(r) = —— v(r) =z, v(r)=—.
9 T + 15 9 9
u et v sont de classe C! sur [0,1]; on peut donc appliquer la formule d’intégration par parties, qui
donne :

I = [u(@)(@)]} - /0 L (2)ola) da
:Tim@w&ﬂl—élﬂfindx

In2 /1 22
= — — —dx.
2 0 2(x+1)

3. En faisant une intégration par parties similaire & la précédente, on obtient :

$n+1 1 1 1 xn+1
I, = In(z+1)| — : d
n [n—i—l n(z + >L /0 s+l nt1”

In2 /1 ke
= - _ —_—dux.
n+l Jo (n+1)(z+1)

4. Soit n > 0.
:L,n—f—l 1 xn—i—l
— Pour z € [0, 1], > 0, donc / dxz > 0. On en déduit :
z+1 o r+1
In2
I, < .
"Tn4+1

— On a, d’aprés la question 3 :

2In2 —1 In?2 1 L pntl 2In2 —1
— () = - r> —
n+1 n+1l n+1Jy z+1 n+1

1 /1 z In2 -1
= - dx >
n+1/y v+1 n+1

lxn—i-l
— / dr <1-—1In2.
0 fL'"—].

n —

-6-
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Or on réécrit :

1
1—In2 :/ T
0o X + 1
Ainsi
1 1
(x) <— / dx —/ dz <0
T —|— 1 0o
— / — o7 drs<o0. (%)
Or, pour = € [0,1], 2" — 2 = 2 (2™ — 1) < 0. Donc (**) est vraie, et donc (*) est vraie.
Ainsi, pour tout n € N :
2ln2 -1 In2
—— < I, < .
n+1 n+1
2In2 -1 In2
— Comme lim SRS 0et lim ne 0, on en déduit, par encadrement, que
n—+oo N + n—+oo N +
lim I, =0.
n—-+0oo

2In2 -1
n +

2In2 -1

— C I, >
omme [, > ]

pour tout n et que la série Z diverge (série harmonique),
n>0

on en déduit, par comparaison des séries & termes positifs, que

n n
1—(— n+1
Z(—l)kl‘k — Z(_x)k - ( :L‘)
k=0 k=0 - (=)
Comme n + 1 est impair, (—z)"T! = (—=1)"1z"H = —z"*+1 et donc
n
1 n+1
St = 1
=0 +x
(b) En utilisant le résultat de la question 3, on a :
In2 1 1 ,.n+1
I,= —— - / R
n+1l n+1/) z+1
Or, d’apres (a) :
n+1 n 1
T+ o +x
Donc :
In 2 I 1 .
I, = LA / - + (=12 | da
n+1 n+4+1) 14+ —
In2 1 L d . !
=12 _ —/ S (—1)’“/ z* dx
n+1 n+1 o 1+ Pt 0
In 2 1 "L (—1)F
= - —In2
n+l n+1 net ; kE+1
_ 2In2 1 (=1
Cn+l 414 k417

d’otut le résultat.



