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Exercice 1 :

1. (a)

—1
On a lim — = —o0; donc lim e™*/ = 0; donc | lim f(x) =0].
z—0t X z—0t z—0+

Or f(0)=0= lim, f(z) entraine que f est continue a droite en 0.
z—0

/()

Pour tout z strictement positif, = = ¢~ /% donc | lim L& =
x

z—0t %
— f(0
Or pour z strictement positif , f(@) g( ) = f(x)

T — x

Ainsi on déduit de ce qui précéde que | f est dérivable a droite en 0 et f7(0) =0|.

La fonction f est dérivable car composée et produit de fonctions dérivables.

1
Pour tout réel = de R*, f'(z) = e~ 1/ <1 + X ?) =

fl(x) =e /= (1 + i) .

1
Pour = > 0, (1 + —) >0 et e7'/* > 0 donc | f/(z) > 0.Donc f est croissante sur R,.
T

On avuen Q1 lim f(z) = 0.

. z—0t+
Etudions lim f(x).
T—>+00

Ona lim e/ =¢’=1et lim 2 =+4o0;donc| lim f(z) = +oo|
T——+00 r—+00 Z—+00
T 0 400
f'(x) +
On obtient ainsi le tableau de variations : +00
/ a
0

Pour tout réel z de R% , on a

—1 1\ 1 —1 1 1 1
" Y i A - - 1z _ ~ —1/x
f(x)—($2+(1+x)x2)e _(x2+x2+x3)e _x3e )

On en déduit que pour tout réel z de R*, f”(x) > 0, étant le produit de deux facteurs

strictement positifs ; ainsi ‘ f est convexe sur R, ‘

.oet—1
Nous savons que lim =1.
z—=0 X
.oe v —1
En posant x = —u , on trouve lim =1.
u—0t u

_1-
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(b)

—1/z _ 1 1
f@)—(z—1)=ae /" —x+1= ef + 1, en posant cette fois u = e (x étant

T
strictement positif) , alors lorsque x tend vers +o00, u tend vers 0. et f(z) — (z —1) =

“u_q
£ +1letdonc| lim (f(x)—(z—1)=-1+1=0|
Uu Tr—400
Comme lirf f(z) = +oo et lir+n (f(x)—(x—1)) =0, (C) admet la droite d’équation
T—>+00 T—>+00

y = = — 1 pour asymptote (oblique) au voisinage de +oo .

N

7

7] 71 2 3 4 5 6

Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, la propriété : P(n) : "u, > 0”
est vraie.

Initialisation : n = 0, uy = 1 > 0 donc P(0) est vraie.

Hérédité : Soit n > 0, supposons P(n) : vraie.

On a alors u,, > 0 et, comme f est strictement croissante sur R* , on a f(u,) > f(0) =0,
donc up41 > 0, P(n + 1) est vraie.

Conclusion : Vn € N, u,, > 0.

Etudions le signe de ;1 — u,. Pour n € N :

—1/un

Upy1 — Uy = Up€ — Up = Up, (e’l/“” — 1) )

Or comme u,, > 0, e~ /un < 1 et donc eV — 1 < 0 et donc Upt1 — Uy < 0).

Donc la suite (u,), oy est décroissante |

(Un),en converge car décroissante et minorée |

Comme f est continue, la limite de (u,) est un point fixe de f.
Or f()—l=0<lle/'=1)+0= (I=00u(e/'=1)=0) &l =0car (e"¥/'—1) < 0.

On adonc:| lim u, =0
n—-4oo




ECG2 2026,/2027

import numpy as np

def f(x):
return x * np.exp(-1/x)

n =20
@}, -
while u > 0.001
u = f(u)
n = n+i
print (n)

5. (a) On suppose la fonction £ définie précédemment toujours connue.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

liste_n = [n for n in range (10)]

liste_u [0 for n in range(10)]

liste_S = [0 for n in range(10)]

liste_ul0] =1

liste_S[0] 1

for n in range(1,10):
liste_uln] = f(liste_uln-1] )
liste_S[n] liste_S[n-1] + liste_uln]

plt.plot(liste_n,liste_S,’.”)

(b) Ce graphique semble indiquer que la suite des sommes partielles, et donc la série de
terme général u,, est convergente.

u
(¢) On a, pour n € N, =+ — ¢=1/un_
n

Comme ngrfoo Uy, =07, HEIEOO —1/u, = —o0, et donc nginoo u;zl = 0.
On en déduit qu’a partir d’un certain rang ng, u,+1 < %un.
(d) Montrons cette propriété par récurrence.
— Aurang n =ng, on a T 1, donc la propriété est vraie.
— Supposons la propriété vraie & un rang n > ny.
Alors d’aprés le résultat de la question précédente on a u,.1 < %un et, en utilisant
I’hypothése de récurrence,
1 1 1
Upt1 < 3 X Wuno < muno .

Donc la propriété est vraie au rang n + 1.
— Conclusion : en application du principe de récurrence, la propriété est vraie pour
tout entier n > ny.
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(e) On a, pour tout n > ny,

Or la série de terme général Sn—mg Uno est convergente (série géométrique de raison 1/2).

Donc, par comparaison de séries a termes positifs, on en conclut que la série de terme
général u,, est convergente.

Exercice 2

. Pourz eR, (z —1)(2*+oz+ 1) =2*+2*+r—2>—z—-1=2°—1.
Le discriminant du trinéme x? + x + 1 est négatif donc pour tout x € R, 22 + 2 +1 > 0.
On en déduit que 2® — 1 est positif pour > 1 et négatif pour x < 1.

2. Etude du signe de g.

(a) La fonction g est dérivable car somme de fonctions dérivables. Pour tout  dans ]0; 400/,

ona: :
J(z) =62% — — .
x
(b) On a, pour z > 0,
3
—1
g(x) = 6. :

x
donc ¢'(z) est du signe de 23 — 1; d’ou le tableau de variations de ¢ :

T 0 1 +00
g (v) - 0+
g ¢ a
g(1)

(c) On a g(1) =5.
Sur |0; 1], g est décroissante et g(1) > 0. Donc pour tout z €]0; 1], g(z) > 0.
De méme pour tout = € [1;+o0], g(x) > 0.
Donc tout x €]0; 4o00[, g(x) > 0.
3. Limites.
In(x)

(a) En raison d’une propriété de croissances comparées lim = 0.
r—+00 $2
De plus lim 2x = +o0. D’ou

r—r-+00

lim f(z)=+4o00.

T—r+00
(b) lim In(z) = —co et lim 2? = 0" donc
z—0t z—0t
1
lim n(;‘r;) = —00 .
z—=0t T
De plus lim 2x = 0. D’ou
z—0
lim f(z) = —o0 .

z—0

4. Représentation graphique de f.
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(a) La fonction f est dérivable car quotient et somme de fonctions dérivables. Pour tout x
dans ]0; +o00],

12?2 —In(z).2 — 3
Fr) = 243.2 x il($) x x — 2z 1n(x) _ 2 i3

1-2In(z) 22°+3—6In(z) g(
x? x3 a3 B x3 x

= 2+3.

Xz

(b) On déduit de la question précédente et du 1. que f’(z) est strictement positif sur
]0; +00[; d’ou le tableau de variations de f :

z |0 +0o0
“+00

f /

—0o0

(c) La tangente 7 a f au point d’abscisse 1 a pour équation : y = f/(1)(x — 1) + f(1).
/
1
Or f(1) =2 et f/(1) = #
c’est a dire y = bx — 3.

= 5. D’ou I'équation de la tangente : y = 5(z — 1) + 2;

(d)

5. Etude d’une équation.

(a) La fonction f est, sur ]|0; +00], strictement croissante et continue (car quotient et somme
de fonctions continue). Donc, d’aprés le théoréme de la bijection continue, f établit une
bijection entre ]0; +oof et | lim f(x); lim f(x)[, c’est & dire | — oo; +00].

z—0 T—+00
Soit alors n > 1. Comme 2n €] — 0o; +00[, on déduit de ce qui précéde que (&,) admet
une unique solution dans |0; +o00].

(b) x5 est I'abscisse du point de C; d’ordonnées 4.

31n(n)

n?

(¢) Soit n > 1. On a f(z,) = 2n (par définition de z,,), f(1) =2 et f(n) =2n+
Soit n > 1.
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On remarque que, comme n > 1, f(1) < f(z,) et 31n§n) > 0 donc f(z,) < f(n).
n

Or comme f est croissante elle préserve le sens des inégalités. Donc :

1<z, <n
31n(x,
(d) Soit n > 1. On a alors : 2n = f(z,,) = 2z, + (n(;) ; d’ot
T
o — 2 — 3In(zy,) 7
€
d’ot, en divisant par 2n :
LT _ 31n(zy,)

(e) Soit n > 1.

D’une part, comme xz,, > 1, >0
n(x,)?
: In(z,) _ In(x,) _
D’autre part, comme x, > 1, ()2 < . Mais comme de plus x,, < n, In(x,) <
n(x, n

In(z, 1
In(n) et donc () < n(n)

n(x,)? n
On a donc bien | |

“n(x,)? T n

In(n)

(f) On sait que lim = 0 (croissances comparées).

n—-+oo n
Donc le résultat de la question précédente et le théoréme d’encadrement impliquent :

lim ln(a:n)

=0.
n—-+oo n(x,)?

mais alors le résultat de la question d) implique

et donc

Remarque : on a donc z,, ~ n.



