ECG2 2024/2025

Corrigé du DM n°4 I

A rendre le 07/01/2025

Exercice 1

D’apres ECRICOME E 2018 Ex1
Partie I

1. (a) Le calcul donne

-12 0 0
A2—7A=1| 0 —-12 0 | =-120;
0 0 -12

(b) La relation matricielle obtenue & la question précédente permet de voir que le polynome X2 —7X + 12
est un polyndme annulateur de A. Par conséquent, les valeurs propres de A sont & chercher parmi les
racines de ce dernier. Un rapide calcul de discriminant permet de voir que les deux racines sont 4 et 3,
ce qui répond & la question posée.

(c) On résout les équations

T 20 +y—2z = 3z
u= |y | € Ker(A—-3[;) — 3y = 3y
z r—y+5z = 3z
= z—-y+2z = 0
y— 2z 1 -2
= u= Y =y|l]+2] 0
z 0 1

On en déduit que 3 est bien valeur propre de A et que la famille

1 -2
1]; 0
0 1

engendre le sous-espace propre associé, noté E3. Les deux vecteurs susmentionnés étant clairement non
colinéaires, ils forment une base de E3 dont la dimension est alors égale & 2. On fait la méme chose

pour 4:
T 20 +y—2z = Az
u= |y | € Ker(A—4l;) — 3y = 4y
z r—y+bz = 4z
— —2x—y+2z = 0 ey 2 = %
y = 0 y =0
T 1
— u=|0|=2|0
-z -1

Il suit que 4 est bien valeur propre et que le sous-espace propre associé, noté 4 est de dimension 1, et
qu’une base est par exemple

Ainsi, les valeurs propres de A sont bien 3 et 4:

sp(A) = {3;4}.
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(d) On voit notamment que 0 n’est pas valeur propre, ce qui équivaut que fait que A est bien inversible.
De plus, la somme des dimensions des sous-espaces propres est bien égale & celle de ’espace tout entier

ce qui garantit que A est diagonalisable.

2. (a) Il faut résoudre.

r—y—2z = 0
u=(z,y,2) € Ker(f) — -3r+3y—3z = 0
—x+y+z = 0

— u=12z(1,1,0)

Ainsi, le noyau n’est pas réduit au vecteur nul, ce qui permet d’affirmer que 0 est valeur propre de f et

que ’espace propre associé est
Ey = Ker(f) = Vect ((1,1,0)) .

(b) On observe que

-1 -1 -1
B-2I3=|-3 1 -3
-1 1 -1
et il est alors clair que
-1 -1
Im(B — 2I5) = Vect =31 1
! 1

et que ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Ainsi, rg(B — 2I3) = 2 donc dim(Ker(B — 213)) =1 et
B — 213 non inversible donc 2 est donc valeur propre de f.

(¢) Le calcul donne

1 3 1
Bl-1|=[-3]|=3[-1];
-1 -3 -1

donc f(eg —ea —e3) = 3(e; — ea — e3). Ainsi 3 est valeur propre de f.

(d) Les questions précédentes nous fournissent trois valeurs propres distinctes pour f (qui sont 0,2 et 3)
donc f est diagonalisable.

3. Remarque : on nous demande en fait de montrer que P est la matrice de passage de la base canonique vers
une base de vecteurs propres & la fois pour A et pour f.

D’aprés les questions a,b et ¢, f a les valeurs propres suivantes (en prenant 1’ordre cohérent avec Ds) :
e 3 ; et d’aprés la question ¢, (1, —1,—1) est un vecteur propre associé.
e 0, et d’aprés la question a, (1,1,0) est un vecteur propre associé.

e 2 ; pour laquelle on n’a pas encore calculé de vecteur propre. On remarque que

~1 —92
lo]|=|0];
1 2

et donc (—1,0,1) est un vecteur propre de f associé a la valeur propre 2..

On sait alors que ces trois vecteurs propres, associés a des valeurs propres distinctes, forment une base de
R3. De plus, en notant P la matrice de passage de la base canonique vers cette nouvelle base :

1 1 -1
P=|-11 0] ;
-1 0 1
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300
alors, d’aprés la formule de changement de base, P"!BP =0 0 0
0 0 2
Les deux premiéres conditions sont donc vérifiées.
1 -1
On sait par ailleurs que | 1 | est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 3, et que | 0 | est un
0 1
vecteur propre de A associé a la valeur propre 4. Par ailleurs
1 3
Al-1]=1|-3] ;
-1 -3
1
Donc | —1 | est un vecteur propre de A associé i la valeur 3. On en déduit que
-1
3 00
P'AP=10 3 0
0 0 4

Les trois conditions sont donc bien vérifiées.

Partie I1

1. On injecte la définition de Y;, mais on commence par observer que

P 'A=D,P7 !, et P 'B=DP L

Yn+2 = P71X71+2
- p(iax + Ipx
- 6 n+1 6 n
I 1 4
1 1
= 61)113—1)(,,+1 + 6D2P‘1Xn
1 1
= 6D1Yn+1 + EDZYm
ce qu’on voulait.
2. Comme
3 00 3 00
D=0 3 0], et Dy=10 0 0],
0 0 4 0 2
la relation précédente donne immédiatement
1 1 Unio = % X 3ap41 + & X 3a,
Yn+2 = 6D1Yn+1 + 6D2Yn < bn+2 = ? X 3bn+1 +0
Cnt2 = § XA4cpy1+ % X 2¢p,
any2 = %an—&-l + %an
— bpyo = gbn—&-l )
Cnt+2 = 3Cp+l + %Cn
ce qu’on nous demandait.
3. Comme clairement
1 -1 1 1 1 -1 1 0 0
1 0 1 -11 0 ]={(0 1 0],
1 -1 2 -1 0 1 0 0 1
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la matrice introduite comme P~! est bien I'inverse de P (par unicité de celle-ci). Ensuite, on obtient

2 1
Yo=P 'Xo=|[2], e¢ i=P'X;=|[1
1 -1

4. On reconnait deux suites a récurrence linéaire d’ordre 2 ((a,) et (¢,)) et pour b, une suite géométrique de
raison 1/2. On commence par celle-ci car c’est la plus immédiate a exprimer

- Qe ()

Pour les deux autres, on suit le protocole du cours, en commengant par introduire ’équation caractéristique.

Pour (a,,), celle ci est

2—71 —71 =0<«=qg=1 ou = —71
.
q 261 2 q q

2
1 n

ou A et u sont & déterminer avec les conditions initiales. En injectant les valeurs pour n = 0 et n = 1, on

trouve n
4 + 2 1

anp,=—-—+-|—= .
3 3 2

Enfin, pour (c,), ’équation caractéristique est

Ainsi,

2—72 —71 =0<«=qg=1 ou = —71
.
q 3q 3 q q

3
1 n
Cn_)\'f‘,llz(—?))

et on applique la méme méthode pour trouver A et u, pour obtenir

Ainsi,

5. Par définition

Ou encore .
1 1 -1\ [/3+3 —15)

X,=|-11 0 (1)
SIRVACEE ICH)

On veut seulement 3, résultat de la deuxiéme ligne de P appliquée a Y,,, et on trouve

4 2/ 1\" "
67L__an+bn—_3_3<_2> +(_2) )

et on retrouve 1’égalité demandée.



ECG2 2024/2025

6. Le programme demandé reprend la structure classique d’un programme permettant le calcul des termes d’une
suite a récurrence linéaire d’ordre 2.

import numpy as np

def X(n):
A = np.array ([[2,1,-2],[0, 3,0],[ 1, -1, 511)
B = np.array ([[1,-1,-1]1,[ -3,3,-31,[-1, 1, 111)
Xo0ld = np.array( [3,0,-1])
Xnew = np.array([3,0,-2])
for i in range(2,n+1):
Aux = Xold
Xold = Xnew
Xnew = (1/6)*np.dot(A,Xnew) + (1/6)*np.dot(B,Aux)
return Xnew

7. Pour chaque suite, le dernier terme représenté correspond a n = 10. Pour cette valeur de n, les termes de
chaque suite sont proches de leurs limites. On voit que

. 4
n—+00 3 2 6 ~ 18, nET®6n__7§AJ7L3

Ainsi, la suite avec des croix x correspond a (a,,), celle avec des croix entourées a (3,) et celle avec des
losanges & (y,,).

Exercice 2 (facultatif)

On se propose dans cet exercice de déterminer un encadrement de la somme de la série :

2ne="
2w

1. (a) Ona lim 1+ e =1, donc
n—-4o0o
e~

1+4en?

2
~ 2ne” "

_nz

2ne

(b) Par comparaison de séries a termes positifs, il suffit, pour montrer la convergence de la série Tre
o

. j— 2
de montrer celle de la série ) 2ne™"
On remarque que
2
2ne=" on? 0
_— = — —
1/n2 e’ n—+oo
par croissances comparées.
. . _n2 L . s L . .
Ainsi, 2ne™™ = o(1/n?). Or la série de terme général 1/n? converge (série de Riemann). Donc,

. . ST .- L. _n2
toujours par comparaison de séries a termes positifs, la série Y 2ne™"

(c) Soit m € N. On a : 1§1+e*"2§2;etdonc

2 2 2

converge ; d’ott le résultat.

—n

2ne
< 7 <
2 1+e ™ 1

c’est a dire
2 2ne 2
ne " S 1_’_7“2 S 2ne "
e—

2. Soit f:xz+— 2w~
(a) La fonction f est dérivable et, pour = > 1,
Fllz) =27 + (22)(=2z)e ™ =27 (1 - 2z) .

Or, pour = > 1, 2" > 0 et (1 -22) <0 ;donc f'(z) <0.
Conclusion : f est décroissante sur [1, +o0].
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(b) Soit k& > 2.
Comme la fonction f est décroissante sur [1,4o00[, on a, pour z € [k, k+ 1], f(z) < f(k). On en déduit

que
k41 k41 )
/ flz)dx < / 2ke * dx ;
k

k
c’est & dire
k+1 ) )
/ 2re ™ dx < 2ke .
k

De méme en utilisant le fait que pour = € [k — 1,k], f(z) > f(k), on obtient

k _z2 2
2ze” " dx > 2ke .
k—1
Ainsi

k

k+1 2 2 2
/ 2me™% dx < 2ke™F < / 2xe” % dx .
k k1

Soit alors n > 2.
On déduit de I'inégalité précédente que
n

k+1 n n k
S [ meax< Y ke <30 [ ane
k k=2 k=27k-1

k=2

n+1 n n
/ 2re~2" dx < Z e < / ore% dx .
2 1

k=2

c’est & dire
(c) Pour A > 1,

On a ainsi

Par le méme raisonnement, on obtient
+oo 5
/ 2z dx = e,
2

(d) En faisant tendre n vers +oo dans l'inégalité obtenue en 2.(b) (les trois suites convergent bien), on
obtient

Foo 2 = 2 +oo 2
/ 2xe ¥ dx < ZZkeik < / 2xe % dx .
2 e 1
En appliquant le résultat de la question 2.(c), on obtient alors

+oo
2
et < ZZkefk <el.
k=2

En utilisant le résultat de la question 1.(c), on a par ailleurs

13 2 XX ke F X )
- 2keF < 2 <N T oke R

En combinant avec I'inégalité précédente, on a ainsi :

+oo —k2
1 4 2ke 1
56 S E — <

2 €
= 1+e
puis
2! 4 SX e 2! .
—e < -
1+e*1+2 _;1+e—k2 1+671—|—e )

ce qui est bien le résultat attendu.
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Exercice 3 (facultatif)

1. (a) Soit = un réel supérieur ou égal a 1.

1 1
Comme la fonction inverse est décroissante sur ]0, +o0o[, on a, pour tout ¢ € [1, z], n > —.
x
t t
e e
On en déduit que , pour tout ¢ € [1,z], N > — (on a utilisé le fait que e’ > 0) ; et donc
x
T et T et
—dt > / — dt;
1t 1
et donc | e ) )
r) > — ehdt==[el]T==(e"—¢) .
f@ = 1 [ L= o)
. . e’ —e
(b) On a, par croissances comparées, lim = 400 ;

r—+00 €T
et donc, par comparaison, lim f(z) = +oo.
T—r+00

t
e
(c) La fonction deéfinie sur ]0; 4+o0o[ par ¢ — — est continue.

Donc, en aplication du théoréme fondamental du calcul intégral, f est dérivable sur [1,4o00[ et, pour x
e
dans [1,4+oc0[,on a: f'(x) = L(x)
x
(d) La fonction f’ est dérivable sur [1,+o0o[ donc f y est deux fois dérivable et on a, pour z dans cet

intervalle : ( D
nooy_ xeT —e’  e(r—

f (‘T) - .’172 - xQ

. Le signe de f”(x) est le méme que celui de  — 1, donc positif sur [1;+oo].

On en conclut que f est convexe sur [1;+oco].

(e) La tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 1 a pour équation :
y=fM-1)+f1)=e@-1).
2. (a) La fonction g est dérivable car quotient de fonction dérivable et on a, pour ¢ € [1, +o0],

_exp(t)(3t?) — exp(t)t? _ t? exp(t)(3 — t)

/( ) - (t3)2 6

Ainsi g est décroissante sur [1, 3] et croissante sur [3, +oo.
(b) On déduit de la question précédente que si t € [1, 3],
3
9(3) < g(t) < g(1) s et donc 0 < = < g(t) <e.
On en déduit que

3 3
0§/g(t)dt§/edt§2e.
1 1

(¢) Soit x un réel supérieur ou égal a 3.

3

Comme g est croissante sur [3; +oo[, on a, pour tout ¢ € [3,z], g(3) < g(t) < g(z) ; et donc 0 < % <
exp(z)

9t) < — 35—

On en déduit ’encadrement :

3 3

3. (a) Pour z € [1;400[, on a

1 . _1 .
¢’ 2’
) = et. On fait une intégration par parties :
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(b)

Soit x € [1;400].
On fait une deuxiéme intégration par parties :

1 I -2, exp(x) T 2exp(t) .
/ t—zexp(t)dt = [t? e ] - / e dt = PR e+ 3 dt ;
1 1 1

1

ce qui donne, en utilisant le résultat de la question précédente, :

fla) = exp(z) + expgx) _ 26+2/I g(t)dt
T x 1

Soit x € [3,400].
En utilisant les encadrements obtenus & la question 2., on obtient :

r -3
0< / g(t)dt < 2e + xx3 exp(z) .
1

En utilisant le résultat de la question 3.(b), cela donne :

exp(z) n exp(z) 2e < f(z) < exp(z) + exi)gx) —2e+2 (26 + 2 E eXP@)) ;

3

T 2 T
c’est & dire
exp(x exp(x exp(x exp(x r—3
p()+ pg)—QeSf(x)S p()+ p§)+26+2 5— exp(z) .
T T T T T
. e e exp(z) .
En divisant les termes de ’inégalité précédente par , on obtient :
1 1 -3
1+ = —2e—— < fz) §1+*+26L+2L
x exp(z) ~— exp(x) x exp(x) x?
T
. 1 . . )
Or lim —=0; lim = 0 (croissances comparées) ;
T—+oo T z—+oo exp(z)
-3 -3 1
lim =0 (car a 5~ =)
r—+oo T x +oo T

Ainsi chacun des termes encadrant f(x) dans I'inégalité précédente tend vers 1 quand z — +oc.
On en déduit, par encadrement , que

et donc




