ECG 2 4h

DS 9 - sujetB

THEME : DE TOUT!

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice I
Suites et équivalents

Pour tout entier n = 1, on considere les intégrales :

1 dr Lylin_y
Up = 5 T et vp=| —————du
0 1+t+t5+---+1"" 0 1-u

1. Convergence de la suite (uy) =1 -
a) Vérifier que:

VneN*, Vtelo;1] ! (1-p= =0
' T 14+ 2 4] 1-n
1 1
En déduire que : vneN¥, OSsup—--< .
2 n+l
Quelle est la limite de la suite (up) yen* ?
b) En utilisant le changement de variable u = ", établir que :
v
VneN*, Up—= =2,
2 n
2. Résultats intermédiaires.
. Lo _(nxk
a) Pour tout entier k = 1, calculer la limite suivante : llm1 T
x—1 x—
. . o 1 (nxk
b) Soit k un entier naturel non nul. Prouver la convergence de I'intégrale e dx.
0o X—

¢) Onintroduitla fonction f définiesur Rpar: VxeR, f(x) =e* —e2*,
AVlaide de I'inégalité de Taylor-Lagrange en 0 4 'ordre 1 appliquée 2 la fonction f, montrer que

2

2x+x|s3i.
2

Vxe]—o00,0], |ex—e

3. Application.
a) En utilisant la question 2, démontrer que

VneN*,

1 (! Inu 3 l(nu?
vp+— duj< — du
no 1-u 2n2Jo 1-u

du que I'on ne cherchera pas a calculer.
-u
1

Donner un équivalent de v, puis un équivalent de uy, — 5 en fonction de L.

nu

L]
b) On consideére 'intégrale I = f !
0
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Editeur

Exercice II

Loi de Xenakis

Partie I : premiéres propriétés

Dans cet exercice, a désigne un réel strictement positif. On considere deux variables aléatoires X et Y, définies sur un espace
probabilisé (Q, <7, P), indépendantes, et suivant toutes deux la loi uniforme sur [0, a[. On pose Z = [X-Y]|.

1. FEtude de la variableZ

a) Reconnaitre laloi de -Y.
b) En déduire que la variable aléatoire X — Y admet pour densité la fonction g définie par

g(x) ={

On note G la fonction de répartition de X -Y.

a—|x
a2

0

sixe[—a,al

sinon

2. a) Exprimer la fonction de répartition H de la variable aléatoire Z en fonction de G.

b) En déduire que Z est a densité et qu'une densité de Z est la fonction h définie sur R par

h(x) :{
0

2(a-x)
2

sixe[0,al

sinon.

3. Montrer que Z posséde une espérance et une variance et les déterminer.
4. a) Ecrire une fonction Python simulant la variable Z.
b) Vérifier que les résultats trouvés a la question précédente sont en accord avec le test suivant :

E=np.zeros (20),
for i in range (2
e=0, f=0

s=simuZ(

e+=s

f+=s*%2
E[il=e/m

0):

for j in range(m):

alil)

Flil=np.sqrt ((£/m))

a=np.linspace(1,20,20), m=400
F=np.zeros (20)

plt
plt
plt
plt
plt

.plot(a,E, *-?)
.plot(a,F,  k*-")
.plot(a,1/3%a)
.plot(a,(1/6) *x(1/2) *xa)
.show ()

H R R R

en
en
en
en

bleu
noir
vert

orange
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Partie I1 : Etude d’un maximum

Soient Xj,...,X;, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi que Z. On pose

M iy Xn) et Np= Mn
=max(Xj,..., e = .
n 1 n n a/Vﬁ
5. Loi de Rayleigh et convergence en loi
2
t -
. . — — it=0
Pour tout o € R}, on définit la fonction f5 sur R par : VieR, fO=15 g2 P ( 202 ) St
0 sinon.

a) Vérifier que f; est une densité de probabilité.
On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi de Rayleigh (noté X — 2(0)) si X est a densité et fi est une densité.

b) Donner E(X) si X — 2(0).

¢) On suppose dans cette question seulement que a = 1. Justifier que la suite de variable (N;), converge en loi vers une
variable suivant une loi de Rayleigh (on précisera le parametre).

d) Que dire de la convergence de (N ), pour a € R 2

6. Espérance exacte de My,

a
a) Montrer que pour tout 7 € N*, M, a une espérance et : EMy) = f P(M;, = x) dx.
0

a
b) Soit n € N*. Expliciter I, = f H(x)" dx al’aide d’'une somme.
0

On pourra commencer par le changement de variablev =1 - x/a.

n
¢) En déduire que pour tout n € N*, E(Mn):a—az (n)(—l)k ! (%)
i—o\k 2k+1
7. Python j o
a) OnposepourtoutneN,lamatricecarréeAn:(al’.’j)edﬂnﬂ(R) définie par: a;‘j: (z) stis]
0 sinon.
Compléter le programme suivant qui prend en argument 7 et renvoie la matrice Ay, :
def binomAn (n):
matrice = np.zeros([n+1,n+1])
for i in range(n+1):
5 matrice[i, 0] = .... # Premier élément de chaque ligne L
2 matricel[i, 1] = .... # Diagonale principale L2
2
for j in range(l, .... ): # L3
matricel[i, jl = .... # L
return matrice

b) Dans la suite, on prend a = 1.
Donner une fonction python qui prend en argument 7 et renvoie E(M,) en utilisant la relation (x).
c¢) Commenter le programme suivant :

N=50 0.9
EM=np.zeros (N)
for n in range(2,N+2): 081
EM[n-2]=esperance (n)
5| plt.grid (O 0.7
2| sigma=1/(2)**(1/2)
2| 1=sigmax(np.pi/2)**(1/2) 06
n=np.arange (2,N+2)
plt.plot(n,l*np.ones(N),’-=")
plt.plot (n,EM, *-’) 7
plt.show() 0 10 20 30 40 50
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Bonus Iannis Xenakis (1922-2001) d’origine grecque, naturalisé francais a utilisé cette loi dite maintenant de Xenakis. Mais ce dernier
était :

1. Mathématicien (bien évidemment), II. Compositeur de musique, III. Architecte ou IV. Ingénieur.

Probleme I
Fonctions de Lambert et applications

Partie A : Les fonctions Vet W

Dans cette partie, on définit les fonctions de Lambert et on étudie certaines de leurs propriétés. Pour cela, on commence par
considérer I'application

e Lafonction W
1. Justifier que I'application f réalise une bijection de I'intervalle [~1, +ool sur I'intervalle [-e ™!, +ool.
Dans la suite du sujet, la réciproque de cette bijection est notée W.
2. Justifier que W est continue sur [—e_l, +oo[ et de classe € sur]—e~
3. a) Expliciter W(0) et W' (0).
b) En déduire un équivalent de W(x) lorsque x — 0 ainsi qu'un équivalent de W(x) lorsque x — +oo.

1,+oo[.

1
4. a) Pour quelles valeurs du parametre réel a l'intégrale f x*W(x) dx est-elle convergente?
0
+00
b) Pour quelles valeurs du parameétre réel o I'intégrale f x*W(x) dx est-elle convergente?
1

La fonction V
5. Démontrer que 'application f réalise une bijection de l'intervalle ] — oo, —1] sur I'intervalle [—e‘l, 0[.
Dans la suite du sujet, la réciproque de cette bijection est notée V.

e Nombre de solution
6. Pour un parametre réel m, on considére I'équation d’'inconnue x € R

xe*=m (o).

Déterminer, en fonction de m, le nombre de solutions de (). Expliciter les solutions éventuelles a I'aide des fonctions V et W.
On pourra s'appuyer sur le graphe de f .
7. Pour un parametre réel m, on considere 'inéquation d’'inconnue x € R

xe'sm (o0)

En utilisant les fonctions V et W, déterminer, suivant les valeurs de m, les solutions de (ee).
8. Pour des parameétres réels non nuls a et b, on considere 'équation d'inconnue x € R

e +bx=0 (%)

Déterminer, suivant les valeurs de a et b, le nombre de solutions de (x). Expliciter les solutions éventuelles a I'aide des fonctions
VetW.

Partie B : Une application en probabilité

Pour fidéliser sa clientele, un commercgant organise une tombola permettant de gagner différents lots. Chaque client qui entre
dans le magasin tire un billet de tombola. Chaque billet permet de gagner un lot avec la probabilité p €10, 1[. On suppose que les
tirages sont indépendants et on admet que le nombre N de billets distribués aux clients au cours d’'une journée est une variable
aléatoire qui suit une loi de Poisson de parameétre A > 0. On note X le nombre de billets gagnants tirés au cours d'une journée et
on admet que X est également une variable aléatoire.

Pour que 'opération soit rentable, le commercant souhaite que la probabilité de gagner au moins deux lots durant la méme
journée soit faible. On considére donc un réel a €10, 1[ et on souhaite réaliser la condition

PX=z2)<1l-« (%)

Cependant, pour que I'opération intéresse les clients, le commercant souhaite également que p soit le plus grand possible, tout
en réalisant la condition (x).
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10.
11.

12.

13.
14.

15.

16.

N

Démontrer que X suit une loi de Poisson de parametre Ap. Donner I'espérance et la variance de X.
En utilisant I'inégalité de Markov, démontrer que si p < ZI_T“, alors la condition (x) est satisfaite.
On pose x = —(Ap +1). Démontrer que la condition (x) est équivalente a la condition

xe* < —ae™!

En utilisant 'une des fonctions V et W (définies dans la partie I), discuter selon la position de A par rapporta —1 — V(—ote_l]
I'existence d’un plus grand réel p €10, 1[ satisfaisant la condition (x).

Partie C : Approximation de W

On définit dans cette partie une suite de fonctions (wy) ;¢ et on étudie sa convergence vers la fonction W définie dans la partie
L. Pour tout réel positif x, on considere la fonction ¢ définie par

R - R

t — xexp(-xexp(-1).

Px:

et on définit, sur R", une suite de fonctions (wy) ;>0 par,
wo(x) =1
VYxeR",
Wp+1(x) = (Px(wn (x))~

Démontrer que, pour tout réel positif x, W(x) est un point fixe de @y, c’est-a-dire une solution de I'équation @ () = t.
Démontrer que, pour tout réel positif x, la fonction ¢y est de classe €2 sur R et que

/ X
VieR 0<qi(nsZ.

En déduire que
n
Vxel0el, VneN, Iwn(x)—W(x)Is(g) 11— W(x)l.

Proposer un programme python qui prend en argument un réel x € [0; e[ et renvoie une approximation de W(x).

Probleme II
Diagonalisation d'une matrice tri-diagonale

Notations :

n désigne un entier supérieur ou égal a 3.

M5 (R) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Mn,1 ([R) est muni du produit scalaire canonique noté (-, -) défini par :

X1 »1

n
vx=| : |, vy=| : |, &XV=XY=)
: ' k=1
Xn Yn
. o s . N 1 sili—jl=1
Ap estla matrice de .7, (R) dont le coefficient a la i-éme ligne et j-éme colonne est a;, j = 0 sinon

Par exemple,

— o O

01 0
Az=|1 0 1| et Ag=
01 0

o O = O
S = O =
—_ o - O

0

Partie I : Détermination des valeurs propres de A,.

. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A3.
. Soit 0 €]0,n[. On désigne par Sy 'ensemble des suites réelles (s) en telles que sp = 0 et pour tout entier naturel k,

Sk+2 —2¢c08(0)Sg1q + 5 =0.
Montrer que, si la suite (i) keN appartient a Sg, alors pour tout entier naturel k :
sin(k0)
Sk =81 W
En déduire que Sy est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des suites réelles, engendré par la suite (1) keny définie par

_ sin(k0)

VkeN, U o
sin
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3. Soit A une valeur propre réelle de A;, et soit X;, = t [x1 e xn] un vecteur propre associé a A.

On note m le plus grand des réels |x1 ], |x2],...,|xx].
a) Montrer que:
= Axp=x2;
— VYke([2,n-1], AXp = X1 + Xpey1

— AXp=Xp—1.
En déduire que pour tout entier k € [[1, n]],

IAl|xk| <2m, puisque [Al<2.

b) On suppose que |A| < 2. Montrer qu’il existe un unique 6 €]0, [ tel que A =2 cos0.
¢) Montrer que la suite (si) .o de Sp déterminée par s; = x vérifie :

{ Vkell,nl, Sk = Xj
Sp+1=0

b
d) En déduire qu'il existe un entier p de [1, n] tel que 6 = pTl
n
Pour tout entier p de [1, n], on note :

B
pszl, Ap=2cosB, et X,,:t[sinep sin20, .-+ sinn].
n
4.  a) Pourtout a,b e R, exprimer sin(a — b) +sin(a + b) en fonction de sina et cos b.
b) En déduire que pour tout p € [1, n], A est valeur propre de A, et que X, est un vecteur propre associé a Ap.

5. En déduire que Spec (Ap) = {A1,...,An} et que (X,...,Xp) est une base de .#, 1 (R).

Partie II : Diagonalisation de A,

bl¢
6. Soit Uy, = (up,q) la matrice de ./, (R) de terme général up, 4 = sin Z?_ T
Montrer, a I’aide de la question 5 que Uy, est inversible, et déterminer la matrice D, € ., (R) telle que D, = U;lAnU n.
7. a) Montrer que pour tout couple (p, ) € [1,n]%,Ap'XpXy = A g 'XpXg.
En déduire que la base (X3,Xp,...,X;) est orthogonale.

n
b) Montrer, pour tout p de [1,n]: ) cos(2kBp) =0.
k=0

En déduire que, pour tout entier p de [1,n], ona: ||Xp ||2 = ”T“
¢) En déduire que
U2 =" buis An= —2—U,DRU
n—znrp n= g onontn

— FIN DE UACTE II -
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ECG 2

DS 9 - solution

Exercice I

Suites et équivalents

Voir annales ECRICOME 2010 voie ECS, exercice 1.

Exercice II

Loi de Xenakis

Le début est inspiré de EDHEC 2010.

Ay Lla vausble vy ot 3 valews dam [~a;0]
Sol\'xelr(.
Pour ¢ <-a, Fy(l)-'o
Pour >0, )=
ers x e [-a;0),

(1)- P(- y<x)_ [ - PCyyx) ¢y adumite)
= 4-PCy<-x)
= A= K(x)

=4- (-_;) = M_O% v
FyG) = x-ce)

On teconndit . b é)onchcr\ e repw\f bow d'ure ot wnxj)ow
sur [~a;0). Gomme J%r\chon de repan\‘\lmr\ carackdrise
loc loi

~) e U(T-a;e3).
'rli) LO: VGJ\).\CIJ{JIU X el’ ')/ SOO}‘ (\ﬂCle/pemc)am{‘u , wne
dos dosibe's est bornee - Anei , le thosame de commation
Sc’w.pph‘qu.e 2 )(t(')’): X’}/ ot & doaile & wea darar k&
¥axeR Qlx) = _ HdF
xels, (=) j{ﬂfx(lé)iy{)

Or pour 2 €eR oca-t <a
gx(x't)f-y(")¢° = '{«a_ék <0

= max(x-«,—a) <t Srvu‘.n(o,x)

x-att £ x
= {
~atts O

Ainsi pour x ¢ C—&;a]/ la condibion Fr‘e'm.‘dmfl n’mh‘mm}
Ve\\'l‘fl‘&, et

Re)=0

S xe lo;a], (« w@adibion c\evien‘

Q)= /f(z-e)fy&& I 4 icu

x-a<t <o

a —lx]

a* ar

Sace [-4;0], conditon devieat —a €t €x o

ha)= [ ) b= f JERCEERES
T “a & a

- ()

03’

Ce qu conclut

2.0,) On a Z(JL): [O,-a.:[. Al‘ng

¥telw o, HO= ; ¥tre HOM=I

et pour te [o;a)
H(P = P(Ix-yl £4)
S P (-t K-y £¥)
— G(Y) - G-E).
Com . Comme X-Y o uma vaulable ;Jmet‘t‘}*kﬁ » wna domyi ke
esh paice , 00 o G(H) + ¢¢t)=1. Dex
HE)= 26¢) - 1.

(%Y & damsile)
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2.b) On saitque G ot oF Eeur
\K\{t&g. P C,\?'?ge‘re/nw, &)‘Cnmpas]{'n‘c\n‘ Hen
éisw' ’30,‘ ol. Cemme H ol cntan T sur
J-o,0C ek Ja;+oT H ot E¥suc Joja .

P N
£(2") = { x BE)d = g, ;

(*]
;Dlﬂ—pfe\.s L«,L(farmu_le O‘t Voavu'a~ ng&e;ns

De pLUa/ H el ume ,fonch‘c,r\ de re’(xml‘:“forl/ H et V(?:) - E(—ZZ) _ E(E)L: ’a_l B £ _ &2;
conbe & dreite en 0 e a 0 - s 9 I3
i ) 1)~ HE)=
k;{mz He)=0 , s ha)  def sewd(e):
. \ X= ax rd;mnclom( )
ar a?,,,,, H(H = P/v;\ 0=0, Lon —HG\ "&"“;GG)‘G(*) = axcd. random( )
t>0” 50 b celurn  np.abs (X-Y)
= G()-6Ca)
y, - A4 b le praara_mme_ doane  pour Zo volowrs de a

Ce qui provve lo conbautld de H en -

O era .- N
Ea re’swma// H et conthuce sur R et € swr ‘R\%O}‘L%

La vouable Z est doac & dort et ume donail
s ‘obheat pas dénvakon (laev Jat po;s}ue ).

YxeR , &)= %

Lo vartable 2 et bomee doacelle admet des memen b
a Yok ocdre .

E(Z)-—/:%@)M: ;& ,

o s xd[oe].

6’(1‘)‘(‘6')(‘1_)) sinon .
o & x¢ [0;¢])

iéa—x) gnon
a?

la fonc_h'on f

& QSI’Pos;é\‘ve [iig IR , cor\)’u‘n_ue Sar
[R* .

De plus , pour Ae IR”
_(_L .z
by

f_ Afémar: f A#)émar; / '

62
(o]
~ Er2ey 7 1
- L— ¢ ]o A- *1 ’

Eﬂ&w}'/ £ ot blen une donnle de Prct’)al)ful‘e,,
5»5) Notens que ) 3&1’3(\3@_ padﬂ/vu;‘zf‘e_/ cgnh'me N‘/’df(gé,‘
oM = [ E gL
,Lf Ll L
G [eqodt
é ©
- E_/d ﬁza(!'\OU‘ (Pmbd‘rj)
® 26 )_n
£f Ak | >
f_mfe e 7 L)
On en da‘d&u*’ blen la convergence abwlue oF l)e//jo.c}g/
E(X)= \Er'égovl) - (’\E
—

=6

(Hh.de +rm§e,+)

5.&) Prelelsons F,\’ lo. $onchion de & parhi Ron de A/,
Gmme_ ﬂﬂ(.ll)-.(__o; 1‘1 ) Nn (_ﬂ_): (:0) \F;] :

(wv.j,q’lorm.émm" re'pmh‘es aonbe A e\'Zo) , wae
obhimation de Cgon"fugble, das grands nombres)

g(2): - eFVECE?)
On wwotale que s valuss obFenwes  se
celpankissent ben awlour das daci tes
a ok - a
3 3 4 Ve
Cﬁ q,u.l\, %l’ l)l‘en Qr_cét.J avec P/e}"u.Ae H(\Qcﬂu\_q-ua cla
(o quastioa pretd'domte .

- &

PSUIJ.GR;/ E\(L): o) “">O
Soit xe RT - Pour Leut n tel que xelo; (], enar

RE)= P cx ) - f(-n, < a0a)

e
= P,y A-Aa )

= A-PC :(,,<4-1/r;1),

= 4- P( ALK <d-a])

= /{ — P(X <,{»1/UT1‘)" (m@mt;?,ivde\t))

FG) - A- H(A-xm)" (X & dmake)

Prelasone H par in\nhr o & parhic de . donike’
Vielo;d, H = Z“_’g)

puis pour xe o, Vel .

HO-) = 2 (4= -1 (5))
s RO D)
= —x*\ = A-x

puds {7l “Z

n%H(l—%):qen(\_;nj) -

pas wn{"\‘mﬁ.h' de \'exponamheﬂe -,

-3
HCl - ARY - e
Fa

Fa) — d-e

n e

et
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En regeenamt le calul de la quaion 5.a), o gonch‘on
de cépartibion de X o R(c) ot o\ex\‘nle sw IR par

<] sx o

Eé)= )
A- exp(-2x ) sl x 20

2¢¢

On comtate alow que

N oezd.
VJCelK, {:n(x) = > Fg‘(x\ ov G =
Comme E ofwitiaue sur R on cetceove b de’J’\‘nih‘«m

6

de \e convergence @n lo

,\/n « s X oo XMR(&)
4). Poons
H,,=rjt";max(§’:,-~,)%)

©Or X /a swtbume letde Xeaahis de pcuqm_;h l,OMoA('oJo‘;
que  pf- A-Th L X & Xeos R(—'}
/(/\r; nxo Vo

o alN = N,  dlsZ

)

/\/ﬂ —_— a X .

on velrf(?n‘e_ eunuite que aX ¢ XGL/WJ'

é. c) Enf\'r\ ,o0n obbient 3 latde der deux c‘uas"\‘ons
precedentes

ECH,) j A= H(=) de

=z a-T, =a-« go(: >(~\)k._'_

2kt

Ce qui condut,

Boaus . Xena his ext aschibecte ; ir\ﬂe'u‘euf et compositerer
ooy [IN mathematicien .

6-0) Lo vauable 11, ot boraee donc (epeamce existe .
Gomme M,(N)= [0,40] , 60 & méme :

E(M,)= L“e JRCILES f E(-f0)dF

Tn+ehrons par p(mh‘as avec ﬁu; fonch‘ons u,v 8isu!]",°c
uU—);é} v(H = 4- I-; (}»\

BN )= -[EO-Fp )] + I"Z.o-anca)cf/r

olelj’n‘d&s parcs
a o
= O+ [ 4-P(r,ek)db

= I&Pcr?na&)df (M & donile).

éb) On a avec [c_ c‘mmamm’“da va/u‘a‘ole a'f{\'ne sz/q_
L3
T f HE)de = j H(ow) ady

o

Or on a en Cnuﬁr&m}“ $de quaben 21,

Ve [0;0],  H&): 2 _x"
<e el HE 2 (ax - a)
A R

ok I - f‘* (20 - o) du

o l (‘[
=a f (4-0-0Y) du

1%
“)-

Ly makdee [50] = 4 1
Y cor (Z:'): 1.

L, matae [1)=4

4 car

Ly ronge (4,1)
LL‘ = mafrice (_i—l/_)‘-i] v mafeice Ci-t,y]

Cgorma_\& d& %SQLH

:]LL) de,ﬁ QSPercuu(_e (n) 2

e=0 ; A= blacm(n)
for & i camge (nv):
e=et (-)exk « ALR) 0T/ (25kx1)
retua 4-e.
F.c) Oa confechice que :
ECL) ——+ (T avec a-
Ce resalbal pantsletrie
E(H,) . E(X)
que complete e resellad de o convergence en lot de.
b queshion 5-c)

|-

o0 X e R(&)

noo

Remarque. Tl a'ya par de cesalbat ddcechdu type .
o X P €] —EW
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Probléme I

Fonctions de Lambert et applications

4 Pedisons ey vartabions de j , dérivable pas produit
$6E)= Gr)etyo w x-l
— la d’cmh‘cv\ d atstickment creissantose [, +@T
- é’ el cabiue sw -1 4o [
— Deplny, JEV:-e' ek F
Dhpres 4 thiprame de, kobljeckicn, § realie wne bijechon
de [-lvwol danm Ee to [

2 le Hesume de b\Jec+~cn 8aramh<_ la cenbinaite’ de W/
Sus son ensumla\e de def\u‘hon

Comme. &F ae sannale possa J-1 v el enala
1

devivablitd de W ser TC1), b f[ = -€ | o L avec
Wy = 4
{ (ww)

A laide de cele decmizee. expression  ena b contt ‘W*‘z de W

Ce qui conclut

Wae)- e_‘/» to [

/

7.;»0.\ Comme J é)(o) = , ona w(e)=0o
O€J—|/‘1m[
De plr
plr, lX/)Co)-— /(_ _ 4
;(,’(w/(an

3b) LQ j’cnc}’\\or\ \X/QA" Ci} loL afﬂ/U-l)e o{eTa/lot»)ﬁcmg

doane Wix) = W(o) + V/)(o)(x—cﬂ + oo(x)

= li'q,(ﬂ

LY Wy v X

x Sy a>=l, on peut cholgie fel-a, AL de socte que

par o crolssameen mmpc\_re'es:

IKU(/(x) = o(—l-g) .
x

B-« _
() — )
Oa ondut aloes car la cor\veraencg de f:“‘w(n)o\x :

¥ Solt x¢-1. Notons que

ey
j 9"_(1‘_) dx oh\‘/tfje car dama le can CD"*TQ-;-&/
! x

Lo condi Fon i ::(9;(_@) enteaingsait b converyence

de j“ol_ dx  Ce il serast absucde
(

Rmu

(00 peatauss’ ncker que J i“(k)cia; = Len(x) ] g wa)

Remampuons  que b'e %(x) P 'QL(‘) 20

Por Pck Coﬂ}“r&POSQ/e ducxiﬁ e
oh‘verﬂence de

de Comp(nrm.scn A ona bk
"e.,\ () e et celle. c{ej x W) da
par “le enbere d e valom . l

1
RQSWW\O(\S .

{ xq(l)(/(x)cl»t cor\verae st eFselomen
5 la é’onc_"nbr\ 3 ateabinue e\Ls{‘rLc\‘errwnl“mor\ofone avee

é’(-))_—e ! e* (k"\ f_ o (crc{s\; mmp(\re/c)

Dé_‘,re\b le thes@me de la b\je *

cton, V%f‘ LI‘QY\ pcge/e

hl a>-| |

/
Eh—*(JQ €n ¢ oo
B
/ -
Ona = V() ew(x) pows JLglR: X Tre

b)) | ) v W@ _ b wi) ey
W/ (x) Wix) v (x)
@r/ par cc,mpcsf*-'on ek ercissamce ccmpareé

Jéle_F o ° denc 9,\ We) 5o
we) T

> Yoo
At

W)

A\'nu ‘eﬂ(l\ -4
W) e

Soit W@);: )

4 a) la fcn(h'on X+ IKW(‘) ok conbiaue swr Jo, 1]

On a. ume intehrale Se'm\-n(fsqle en O (swheet pows a <o)
\

:Dla‘mib \leq‘.uvculmr\f \)re/ge/c(mt’;
ax | 4

xw(x)'ux * =

[}
Pac o crileey de Rlemann ot

C\Eq.tiqulam\ed'L\ﬂFq cales
Je oPanc\’cm Posn!‘n/es

; cl g cunverjer\ce o of Sku\a,mevx‘” Si

-(Ar1) < 4 solt a>-2

) «
L.],) Lo foncﬁon X X W) et conbiue sar LUy roC Oaa
~ / 5 /
ume u\*'earale je’ne/rmb\see en+w. De oy, 0n o

I\X/(x) /\/ gvx(‘)

Procedons pardkaoncf\on des cay .

¢ Doancns e jrapke de cf "

\,,//i :IJr—é‘ x

1
/ Pour m<-e ,

Adase o n,(i a pas de soluhon

powr m 3 O, i v\tjcx qu,mmegdu,\‘n‘on ( \X/('"))
Pouc me]-E0 [, i ya daur sobufions (wim) o Uom)
pous m = _é“/ el 3& ume um,dqu;e soluhicn Wim)=Un)
Prellsong e ot le thebime de la l)\‘d\e(h‘gn qud permet fe
dg’(ump(‘e exack .
F. Ons fxppuﬂa de novvea sar le ar&phe de i
Pour m <—e_|/ Un I:jm pax de soluhign

four m = —c—,) U n/zja qux’ume. sohi‘\‘on <— 1)

Pour mej~£>o[/ U Yoo ame
D\é)n‘nife/ ole solwhons

= [ V), wiim)]
four m> O, on a de nouveaw ume «‘naon'nut/ole solufong |

S-= j—OO) W("")]

Lycée Saint Louis

2025-2026



8 Sl ek

ax e
e tbx=0 & 4=-bxe

o —axx
_;(»mx)e

—y & T« -

= sraxe o _,a__f(—cxx).

On reprend o W}»’on € avec m= &

* S0 %<‘€\/ par de solukion

* S % >0 ; wne <olution ye‘rff.@“%_axzw(%)
sott = —w(arb)/a

*x SU %éwa‘ic Cl oluux ScQu.J‘t'onx —\X/(ﬂ/b)/a)' -\(a/b) fa -

* S % =~ (’j\/ ume Umique &o(ul‘\‘on -W(ab) fa = - l/a .

3. Appliquens lo é’erm\e dey Pmlxxl;x‘li"els totafes avec le
Sgﬂé«\e complet d'évenement (CN:n] 0

v
' Notons que X@)= IV o} pows ke

P=h)= T P(W-n) Pm;n({(:”

n=o

= nzh PW=n) B ]Zx:k\

oc % vaiable X condihsande. & LNz st wme lor
biromiale de paramglic (n,p) cas oncomple |

e nomLTG de
Swccey (b\'"a"gmﬂnqu) dary n re/pe‘ﬁh‘oqs dlﬁxp(l(ﬂ&nc@

Al\\’\)l %
#) & Adrxe < d-«
S x e < —ae
CEM coaclut
A

2 Noteas que x <0 oF —xe'cJ-e " ol
Daprés b quation ¥, caa
V(*xe-l) <o € W€
IS \_\/(“-Ote—") >/)\p th 2= W(“M;l)
& -V >y p » Dl Wael)

I\ X
Avec la conclikion pe]o-, 1T y

le plis gramd p wxiche
St ek seulement s

- - \/(»«e“) <4 .
A
3. Onsaitque Wix) Pl Cded wx)= x exp (- Wik))

< {f(\n(x)) = X exp ( -x Exp(~W(l)))

= Dcekp(— \k/(i\}
Al = wer)

4. L foackion ﬁ

Vie JR/

exb de dasse C* P compost Kon avec

/ ~X
F= x (-xceh))e ¢

Lok
= xtetxe

de Bernoully mu buellement Jndépendamfes Aiosi
AN n-k
Pix=k)= T \'e m) h\,
> - (u p (-p)
,l\ ) n n‘k
=" A (l-p)
k) sk ¢aop)!
vanck Lk Xy
= I 0y
R vz

ul
)

W T papy

DU
; - A\ 3
= e‘/\()\p)k e/\U P) = & ‘iQP)
kL R
On coaslate que X sult ume lof de
Eo parkladier
EX)=X\p,

Pissan de pareums f, )\p
v(x) = Ap

0. Comme. X ek pog
Hachov tmpoe.

0 )
hve avec ume €sperance \]Cﬂaécdil’e/ol:z

<>\P

P(x»2) < E%)\ S %(z*;;")d»«

Ce qu conclut
M. Oaa

P(x72) =4 - P(X¢2) = 4= P(x=0) ~ P(X=1)
=4- e_/\r—p/\e_/\P ~
A= (o) e_Q\Pf\M( VIR

(!

Oa a blen

Pi0 7 0

fous 10 mo.i‘orcgh‘on , on commance pare hdier b fonchion
Yo EeR —p VAN .

On o l}/de‘n‘va.‘;te et Sul(f) ~Ad-xe . enc fon ‘zV et

Oltlac\‘isam"& sus ] -, o) ] e\ wotssamte [&\(l) ,t® C

ovec un méndmun doane par Y (fat)) = fn(c) t1
On en deduit

ek ()
Bl = e VO e )
¢ xle—%(()—\
< 5) Ce qud wnce-l.}’.
e
)< ’
5. Daprss l’ﬁr\elzjau(;ﬂe dos ace roi ssements
pous tour abe R

VAR ACTRES Y

/
Procea|on5 moinl‘ena,.«{‘ pas fe/aure;nce sus

jt‘m,or\m

o pr‘opn‘e‘]‘a/

D) ¥xelose], (W, () - W | £ ()T -wiw]
Tadha Csation On a W) =4 donc F6)

at bien
VQ‘n‘f led.
Hecedite . Sat e lkf) supposons (1) veade . Ona
(W &) - W = [ P, (W) - (W)
£ W E) - W@

e
) nt
- W(x
S(E) (1w
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Qnd'w“\@ﬂ Rous oot e IV, () abvroe

6. On emme nce pasr ume :Fonc; lon P)‘“’C” 9‘“\9""‘1(‘“9

26
de(f NERIE
rehun xxnp exp (= x#np exp(-t))

Pty on appconme \W(x) par W, (1) avec n\\j‘wr\dﬂ

def W(’(]:
w=4

aucr Ui ramge (20)7

ws phi ()

efura w .,

Probleme II
Diagonalisation d'une matrice tri-diagonale

Voir annales EML 1999 voie ECS.
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