CHAPITRE 3

Séries de Fourier

Ce qui est le plus gratifiant, c'est Ueffet euréka, l'excitation
de la découverte et le plaisir de comprendre quelque chose de nouveau,
Uimpression d’étre au sommet d’une colline, et d’'avoir une vue dégagée.

Maryam Mirzakhani (1977-2017), premiére femme lauréate de la médaille Fields.

“ Préliminaires

1.1 Rappels

DEFINITION Continue par morceaux sur un segment

Soienta<bet f: [a;b] — R.
La fonction f est continue par morceaux s'il existe une subdivision a = ag < a) < --- < ay = b telle que la restriction de
f achaque intervalle ouvert|a;; a;+1[ admet un prolongement continu a l'intervalle fermé [a;; a;+1].

Exemples. ¢ Toute fonction continue sur un segment est
continue par morceaux.
¢ La fonction partie entiére (restreinte a un segment) est
. une fonction continue par morceaux.
¢ Ci-contre, le graphe d'une fonction continue par mor-
‘ > ceaux.

Remarques.
¢ Ondit qu’'une fonction f : R — R est continue par morceaux sur R si elle est continue par morceaux sur tout segment

de R.
¢ De méme, on définit la notion de fonction 6” par morceaux, on imposant le caractere 67 au lieu de seulement la

continuité.

PROPOSITION Intégration sur une période

Si f est continue par morceaux et T-périodique, alors pour tout a € R,

T a+T
f 1) dtzf f(o)dr.
0 a




Remarques.
e Dans la suite, on prendra en général T = 2n, quitte a se ramener a ce cas. En effet, si f est T-périodique, alors la
fonction

T
g:t—f (2— t) est 2m-périodique.
n
e De plus, une fonction 2n-périodique est completement déterminée par sa restriction a [0,2mn]. Soit h = f 0.2m" la
2T
restriction de f a h.
—  Si h est continue par morceaux sur [0;2m7], alors f est continue par morceaux sur R.
— Si h est continue sur [0;27], alors f est continue sur R.

— Si h estde classe ¢ par morceaux sur [0;27], alors f est de classe 67 par morceaux sur R.

1.2 Structure préhilbertienne des fonctions continues 2n-périodiques

On considere I'espace vectoriel des fonctions 2n-périodiques continues par morceaux a valeurs dans C. On le note :

(mepm R,O).

1 2n -
On définit sur cet espace I'application : (f,9—({f,g= o f)g(p)de (%)
0

On obtient une forme hermitienne positive mais non définie (prendre 12,7} par exemple pour nier le caractere défini).
Par contre, pour obtenir un produit scalaire, on peut se restreindre a 'espace %6, (R, C) des fonctions 2n-périodiques
continues a valeurs dans C. Dans la suite, on note |-||;, la forme quadratique associée.

PROPOSITION Une famille orthonormée de 625 pm (R, C)

On définit pour tout k € Z, la fonction :

e t— ekt

La famille (ey) xez est une famille orthonormée de 62y pm (R, C) relativement au produit scalaire défini par (%).

Preuve. Soient j, ke Z.

[ T L (7 -kt
ei,ep)=— el'el dtz—f eV ¥ dr.
(] k) 2]_[/(; o

2n
1 2n
— Si j =k, on obtient (ek,ek):—f 1dr=1.
2 Jo
1 [elli-R]?™
—Sij k) ir = |7 =
ij# (ej,exr) 2 |1G-0 ]0
Ainsi, la famille est orthonormée. -
PROPOSITION Une seconde famille o.n exprimée via sinus et cosinus

La famille (1, t € R — cos(nt), t € R— sin(n t))neN* est une famille orthogonale pour le produit scalaire défini par (x).
De plus,

, 1
llcos(n-)ll2? = || sin(n-)|lo? = >

Preuve. On montre par le calcul que pour p e N, n e N*,

2n

2m 21
f sin(nt)cos(pt) dt =0, f cos(nt)cos(pt) dt =0, f sin(nt)sin(pt) dt=0 sin#p,
0 0 0



21 2n
et f cosz(nt) dt:f sinz(nt) dt=m.
0 0

Voici par exemple le détail du premier calcul en utilisant les formules d’Euler :

int_e—int eipt+e—ipt
sin(nt) = % cos(pt) = —
: : L (i+p)t, in—p)t _ i(p-mt _ ~i(n+p)t
On obtient alors : sin(nt) cos(pt) = n (e Pt glin=pit _ltP=1E _¢ p ) .
i

En intégrant sur I'intervalle [0;27n], ona:

21 1 2, 2n 21, 2n
f sin(nt)cos(pt) dt = — (f eln+pit dt+f eln-pit dt—f elp—mt dt—f e intp)t dt).
0 4i\Jo 0 0 0

Or, pour tout entier k,
2n . 2n sik=0,
f elkt dt = )
0 0 sik#0.

Sin # p, alors les entiers n+ p, n— p, p—n et —(n+ p) sont tous non nuls, donc chacune des intégrales précédentes est nulle,
d’oli:
2
f sin(nt)cos(pt) dt = 0.
0
Sin = p,les termes correspondant a n— p et p — n valent 2n mais apparaissent avec des signes opposés, et s’annulent. On obtient

encore :

2mn
f sin(nt)cos(pt) dt = 0.
0

Ce qui conclut.

1.3 Polynémes trigonométriques

DEFINITION Polynome trigonométrique

Un polynome trigonométrique est un élément de l'espace vectoriel I engendré par la famille
ikt
(t ER—e )keZ'

Autrement dit, un polynéme trigonométrique s'écrit sous la forme

n .
teR—P®)= Y cre* ot creC, neN.
k=-n

Remarques.
e L'ensemble 9, 25 = Vect(elkt )I kl<n €StUN espace vectoriel de dimension 2rn+1. Pour s’en convaincre, on peut exhiber
un isomorphisme

PeRoy[X] — (£ —e M -P(el) | € T, on.
* On al’égalité des sous-espaces vectoriels :
Vect(e™*") ., = Vect(1,cos(nt),sin(nt)), -

e On pose, pour ke N* :

ap=cr+c_yg, by =i(cp —c_p), ap = 2c¢y.
P 1 . 1 ) ay
On en déduit : Ck = E(ak —1iby), C_k = Emk +1iby), co= >
n . ap n
Ainsi, Y el = >+ Y (akcos(kt) + bysin(kt)).
k=-n k=1



* Le polynome est réel si et seulement si

c_x=7Cr (équivalenta ay, by €R).

n .
e SiP,()= X cke‘k[, alors, par orthogonalité de la famille (e) xcz,
k=-n

2 ¢ o lagl® 1 2
IPall2®= ) lel :T+§Z la|* +1bel?)
k=—n k=1

n Séries de Fourier

2.1 Définitions des coefficients de Fourier et premiers calculs

DEFINITION Coefficients de Fourier

Soit f une fonction 2n-périodique, continue par morceaux surR. On définit :

T

cn(f)=fm)=— f(t)e ntqr (nez),

T

L
an(f) = % f®cos(nt)dt (neN) et by(f)= % f(®sin(nt) dr (neN¥).
- -

Régles de calculs

PROPOSITION

Les applications suivantes sont linéaires :

feF=nnezs f= @i nen et fr— Bp(H)nent-

Précisons quelques simplifications dans les calculs des coefficients en utilisant des argument de symétries.

— Si f estréelle, alors c_n(f) =cn(f).

2 L
— Si f est paire, alors an(f) = ;[ f(®) cos(nt) dt, b,(f)=0

0
2 L
— Si f estimpaire, alors b,(f) = ;f f@®)sin(ne) dt, an(f)=0
0
— Sig() = f(-1), alors cn(@=c-n(f),  an@=an(f),  bn(g)=-bn(f).
— Sig(t)=f(t+a) ot acR,alors cn(g) = e e, (f).
Exercice 1
" ( < Déterminer les coefficients de Fourier de la fonction périodique de période 2m définie par
. 7 f(x):xzpour—nsxsn.

# ceF1



fx)

—4n 31

PROPOSITION Lien avec la dérivée

Soit f € Gonpm(R,C).
* Si f est continue et de classe €' par morceaux surR, alors

cn(f) =inc, ().
e Si f estde classe gk par morceaux sur R, alors

cn(fP) = (¥ en(f).

Preuve. Procéder a une intégration par parties pour le premier point puis par récurrence pour le second.

2.2 Séries de Fourier et interprétation géométrique

DEFINITION Série de Fourier

Soit f € €anpm([R, C). On appelle série de Fourier de | la série de fonctions

teR—) cp(fle.

n .
La somme partielle d'ordre n estnotée: S, (f): teR— Y cx (frei*e.
k=—n

Remarques.
e Donnons une expression de S, (f) al’aide de a,(f) et b, (f). Pour t € R

n .
Sa(HB =Y cr(Pe*
k=—n
n
=Y ck(f)(cos(kr) +isin(kr))
k=—n
n -1
=co(f)+ ) ck(f)[cos(kt) +isin(kn)] + Y ck(f)[cos(kt) +isin(k?)]

k=1 k=—n
n n
=co(f)+ Y (ck() +c_i(f)) cos(kt) + Y i(er(f) — c—(f)) sin(ko).
k=1 k=1

n n
Retenons que : Su(H)() = aOT(f) + ) ap(f)cos(kt) + Y bi(f)sin(ko).
k=1 =

k=1




* Onrappelle que G25,pm (R, C) est muni de la forme hermitienne définie par

1 27n .
(f.g)= Efo f(ngndr.

De plus, pour k € Z, e désigne la fonction 2n-périodique ¢ € R — e'*?. Dans ce cas,

’VkEZ, ck:<f,ek).‘

Et S, (f) est alors le projeté orthogonal de f surl'espace vectoriel de dimension finie 955 ,,. En effet, ce dernier admet
(ex) ke[—m;n) comme base orthonormeée, on sait alors que
n n
Su(H= ) alPex= ) (frex)ex=pa,, )

k=—n k=—n

En reprenant le chapitre sur les espaces préhilbertiens, on peut retraduire I'inégalité de Bessel dans ce contexte :

PROPOSITION Inégalité de Bessel

Soit [ € Gonpm(R,C). Alors, pour tourn €N,

n 1 2n
Y lek(PE<IfI* ou ||f||2=—f0 If(0)* de.

k=-n 2n

On en déduit la convergence de la série ¥|ci(f)|* (c’est le théoreme de convergence monotone). En particulier, le
terme général tend vers 0. Il vient :

PROPOSITION Lemme de Riemann-Lebesgue
Soit f € €onpm[R,C). Alors

Dit autrement :

21 . 21 2n
f f(e" dt — o, f®cos(nt)dt — 0 et f@®sin(nt) dt — 0.
0 n—oo 0 n—oo 0 n—oo
Exercice 2
"\ . <> Prouver cet énoncé par intégration par parties dans le cas ol1 f est de classe € sur R.

l &

# ceF2

Remarque. Ce résultat s'inscrit dans un fait plus général (voir exercice[L) : plus la fonction est globalement réguliére,
plus les coefficients de Fourier décroissent rapidement.

n Convergences des séries de Fourier

Soit (f;,)nen, une suite de fonctions définies sur un intrevalle I. Il existe plusieurs maniéres de définir la conver-
gence de la suite (f};) ,en vers une fonction f.

— Ondit que (f) nen converge simplement vers une fonction f si

Vxel, frn(x) n?éof(x)'



— Lasuite (fy) nen converge uniformément vers une fonction f si a partir d'un certain rang ng les fonctions f - f,
sont bornées pour tout n = ng et

1f = falloo = sup | £ (1) = fu(0)] — 0.
tel 0o

— La suite (f)sen converge quadratiquement vers une fonction f si a partir d'un certain rang ng les fonctions
f — fn sont de carrée intégrable pour n = ng et

I=lli= o - roPar o

Exercice 3 4 Lien entre les différents types de convergences

1. Justifier que si (f3;) nen converge uniformément vers f alors elle converge aussi simplement
& vers f.
{| © 2. Justifier de plus que sil est un segment, la convergence uniforme de (f3) ;e vers f entraine
) la convergence quadratique.

Remarque. La convergence uniforme conserve la continuité : si (f) sen converge uniformément vers une fonction f
et chaque f;, est continue sur I, alors la fonction f est aussi continue sur I. Par contre, la convergence simple ne
conserve pas la continuité. Pour un contre exemple, on peut étudier la suite (f;), ou f;, est définie sur [0; 1] par f,(¢) =
t". On a une converge simple vers 'indicatrice 1;;; qui n’est pas continue.

3.1 lllustration de la convergence avec python

Dans la suite, on affiche le graphe de Sy (f) pour la fonction f € 6>, (R, C) définie sur [—m; 7] par f(f) = ||t| - 2|.

N=2 N=4

2.00 — s || 2.001 —_—Sn
1.75 — f 1.75 — f
1.50 1.501
1.25 1.251
1.00 1.00
0.75 0.751
0.50 0.501
0.25 0.251
0.00 0.00 1

3 -2 1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

2.00 1

1.751

1.50

1.251

1.00 A

0.75 1

0.50 7

0.25 1

0.00 1

Voir exercice[15|pour le code. Testons maintenant avec une fonction discontinue :



1.2
m— SN — SN
10{ — f 1.0 — f
0.8 0.8
0.6 0.6 1
0.4 0.4+
0.2 0.21
0.0 0.04
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
N =10 N =15
m— SN == Sn
1.0 — f 1.04 — f
0.8 0.8
0.6 1 0.61
0.4 0.4
0.2 0.2
0.01 0.0 -
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
3.2 Convergences ponctuelle et uniforme
THEOREME de Dirichlet

Soit f, une fonction 2n—périodique et de classe € par morceaux. Alors la série de Fourier de f converge simplement :

f&H+f(x7)

VxeR, Sn(f)(x)n?oo >

oul f(x*) (resp. f(x~)) désigne la limite a droite (resp. a gauche) de f en x.
En particulier, si f est continue en x, alors S, (f)(x) e ).

Preuve. On introduit le noyau de Dirichlet :

1 &
VieR, Dun== ) ekl
2 k=-n
On peut donner deux nouvelles expressions de D, (#) :
1 1 & 4 1 d
Dy)=>+= Y elflq— elkt
2 255 2=
1 1 & 1 & 1 Z
:—+—Ze1kt+— elkr:—+Zcos(kt)
2 255 25 =

d’apres les formules d'Euler. En reprenant les calculs du chapitre 2, on montre aussi que pour ¢ non multiple de nt

sin((2n+1)$)
Du(n) = W
2

En utilisant la seconde expression, on montre aussi que

1 L
—f Dp(Hdt=1 (o)
mJo



Dés lors, pour x € R,

n
Su(NW =Y cr(Pelk = Z o f(t)elk(x ”dt—znf f(t)( Y ekl ”)dt

k=-n k=-n - k=-n

T b1

= if fO)Dy(x~1)de= —f fx—0Dp(ndr  (t —x—1, Dy 2n-périodique)
2mn -7 21 .
1 0 1 m

= Ej;nf(t)Dn(x_t)dt-i_ gf(; f(x_t)Dn(t)d[
1 0 1 m

= Eﬁﬂf(X—t)Dn(t)dt+ Ef() f(x—t)Dn(I)dt
1 [T 1 7 '

Sn(f)(X): gf() f(X+ u)Dy (w)du + ﬂfo f(X—l')Dn(l’)dl' (u:_t, Dn pan.e).

Avec I'aide de (), notons maintenant que pour u € [0; 7]

FE)FEY) 1

L L
Sn(f)(x) — 5 _Zn(fo [f(x+u)—f(x+)]Dn(u)du+f0 [fx—0—-f(x7)]Dup(dt

Traitons la limite de la premiére intégrale, la seconde se gére de la méme maniere :

fle+uw-f(x) sin

sin(u/2)

[fx+uw—f(x)]Dpw) =

2n+1
-1,
fle+uw-f(x)

Posons g: u € [0;1] — . Par les théorémes généraux, g est continue par morceaux sur 10; 7] et f étant ¢! par

sin(u/2)
morceaus, la limite
x+u) - f(xt
lim ﬂ)—f(]:ex existe.
u—0* u
x+u)—f(x*t /2
Ainsi g(u)=2f( ) f( ) X u 20,

sin(u/2) u—o0+

et g est aussi continue par morceaux sur [0; 7t]. Le lemme de Riemann peut maintenant s’appliquer :

s
— + —_
j(; [fx+w-f(x ]]Dn(u)dunqooo.
De méme pour la seconde intégrale. Finalement

f(x)+ f(x)

—
2 n—oo

Sn(f)(x) - 0.

D’ol le résultat.

¢ Le second point est direct car si f est continue en x :

fxH)+fx)

5 = f(x).

Exemple. Reprenons la fonction de l’exercice f est continue et €' par morceaux : cette fonction est somme de sa
série de Fourier pour tout réel, et on a donc, pour tout x dans [—, 7],
2 n
, w (-1)
X°=—+4 cos(nx).
3 Z n2

n=1

— Sil'on fait x = m, on obtient :

n? 1 . 1
—? g—z, d’ou g—z——

— Sil’on fait x = 0, on obtient cette fois : Y ——=—.



PROPOSITION de Dirichlet uniforme

Si f est continue, 2n-périodique et de classe ‘€' par morceaux, alors la série de Fourier de f converge uniformément
vers f, c'est-a-dire

sup |Sp(f) (%) = f(x)| — 0.

xeR | | n—co

Preuve. Justifions dans un premier temps la convergence des séries :

2 fentN] et X fe-n(f-

neN neN
On avu que ¢, (f) = cp (f') /(in) pour n € N*. D’olt

|en (F1)]

0<len(f)l= ]

< (|c,,(f')|2+i).

n2

DN | =

En reprenant I'inégalité de Bessel, on sait que les séries

Z|cn(f’]|2 et Z|c_n(f’]|2 convergent.

neN neN

Par le critere de comparaison, les séries initiales sont bien convergentes.
D’apres le théoreme de Dirichlet, on dispose de la convergence simple :

VxeR, f(x)—sn(f)(x)n?ooo.
Que I'on peut réécrire sous la forme : ) -Sp(Hx) = Z Ck (f)eikx.
k, \k|>n

Prouvons maintenant la convergence uniforme : pour tout x € R, on a par inégalité triangulaire

IF@)=Sp(NWI=| Y cx(Helk*

k| k|>n

< Y )ck(f)eikx‘= > leen]-

k| k|>n k| k|>n

Comme le majorant est indépendant de x :

Suglf(x)—sn(f)(X)ls Y leeAl+ Y ek ()]
X€E

k>n k>n

Ce qui conclut.

3.3 Convergence en moyenne quadratique

THEOREME Egalité de Parseval

Soit f continue par morceaux, 2n-périodique. Alors

£ =SnHlly =0 et 1fI* =3 lealDI*

nez

Preuve. « Cas 1, f est2n-périodique et de classe 6" par morceaux. Dans ce cas, on a par définition de la norme

Ilf-s (f)||2=if2n|f(t)—s (f)(t)|2dtsif2n sup |f()-Sp(N@|* dr=|f-Sa(N|?
" 27 2n o " 21 Jo 1 " " oo’

uel0;2n

D’apres le théoreme de Dirichlet uniforme, on obtient par encadrement

1f=SnH)l5 =0



Ensuite, sachant que Sy (f) est le projeté orthogonal de f sur Vect(ey : k € [[-n; nl)), on sait que Sy (f) et f — S, (f) sont orthogo-
naux et le théoreme de Pythagore donne

1F13 = || £ =Sn(H) +Sa(D]3
2 2
= [l7 =S P+ Isuep,
IFIE=f=SnDIP+ X lex (D
lklsn

La derniére égalité provenant du fait que (ey) ke[l-m;ny €St une base orthonormée Vect(ey : k € [[—-n; nl]). Par passage a la limite
n — +oo, on abien:

I£13 = +Z°° lee(D]*

k=—o00
e Cas général
Soit f continue par morceaux et 2n-périodique. Soit € € R}, il existe une fonction ¢ de classe ¢! par morceaux telles que

If-ol2<e.

Dans ce cas, pour tout n € N*
17 =Sn(Dll2 = (£ = @)= (Sn (1) = Sn(@) + (9= Sn(@),
<If =@l + [Sn(f =@, + [0 =Sn(@]-
Or S, est une projection orthogonale donc [[S,(f - )|, <l f —¢ll2. D’otr

If=Sn(Nl, <21f =@l + [0 =Sn(@) ], <2e+ [0 =Sn@)],-

De plus, d’apres le premier cas : [o—Sn@], .0
1l existe donc un rang N tel que pour tout n € N, si n = N alors

lo-Su@l,<e puis [£-Sn(],<3e.

Ce qui permet de conclure par définition de la limite.

Remarque. Il est possible de simplifier les hypotheses sur f avec une fonction f de carré intégrable sur [0;2m7].

Exercice 4
Tr T 4 Injectivité de la transformée de Fourier discréte
\— Justifier que 'application f € Gax (R, C) — (cy(f)) nez € RZ est injective. Est-elle surjective?

# ceF4

n Cas des fonctions T-périodiques

Si f est T-périodique, on se rameéne au cas 2n-périodique par le changement de variable

g(t)=f(%t).

Les coefficients de Fourier s’écrivent alors :

T .
Cn(f) = %f f(t)e—Zmnt/T dr.
0

Les théoremes sont alors identiques.



N Exercices

Entrainements aux calculs

Exercice 5. 4 Soient a€lmn,n[ et f la fonction 2n-périodique telle que pour tout x € [-7; 7]

|1 sixe[-a;al
f (x)—{ 0 sinon.

Calculer les coefficients de Fourier de f, en déduire que :

n—a _ Jio sin(na)
2 - nmn

n

Exercice 6. 4 Soit f:R— Cdéfiniepar: VieR, f= e,
1. Calculer les coefficients de Fourier de f.

2. Ftudier la convergence de la série de Fourier.
+00 1
2,

n=0

2mn
3. Montrer quef e20080 qr =25t
0

Exercice 7. 4 Calcul de coefficients de Fourier et applications

1. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction 2n-périodique telle que pour tout x € [, 1], f(x) = |x].

2. En déduire la valeur des sommes suivantes :

+00 1 +00 1
S1=Y —— et S=) — .
! n;o @n+1)2 2 ,;0 @n+1)4

Exercice 8. 4
1. Tracer le graphe sur [-m; 7] de f: x — |sin(x)].
2. Expliciter les coefficients trigonométriques de f. Que dire de la convergence de la série de Fourier de f?

. 8 T gin(kx)?
3. Montrer que : Vxel[0,m], sinx=-— Z

T 4k% -1
+00 1 1
On pourra s'aider puis prouver l'égalité suivante : Z m = >
k=1 -

Compléments

Exercice9. 4 Soit f: R — C, une fonction de classe €*° et 2n-périodique. Pour tout n € N, on pose

1 21
Iy= — " (|2 de.
" on 0 |f ( )l
Vérifier que pour tout n € N,
X In+1n42
In+12 <Iplpy2 puis Ip4rs -

Exercice 10. 4 Inégalité de Wirtinger
27
Soit f € €25 (R,C) de classe € telle que fder=0.
0

27 2 27 2
1. Justifier que f iG] dtsf |f (] de.
0 0

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour avoir égalité.

# ceF5

# ceF6

# ceF7

# ceF15

#ceF13

# ceF8



Exercice 11. ¢ Régularité de la fonction et vitesse de décroissance # ceF9

1
1. Justifier que si f est une fonction 2n-périodique et de classe €7 sur Ralors: ¢, (f) = o(—p].
n

2. a) Soit f, une fonction 2n-périodique et a—holdérienne. C’est-a-dire qu'il existe K€ R* tel que

Vx,yeR  [f(x)-f()l<Klx-yl.

1
Justifier que pour tout > a, cn(f) = 0(—6).
n

b) Facultatif. Que direde fsia>1?
Ces résultats ont des conséquences pratiques importantes pour la compression. Plus un signal est régulier, plus le nombre de coeffi-
cients de Fourier a transmettre est faible et donc la compression efficace.

Exercice 12. 44 Soit f : R — C, 21 périodique et continue par morceaux. On suppose qu’il existe une famille (cy) kez de #ceF14
nombres complexes telle que si on pose

Cn()= Z Crek

|klsn

alors (Cn () ,, converge uniformément vers f. Montrer que :

VkeZ,  cr=ce(f)  (le kM€ coefficient de Fourier de f).

Exercice 13. 444 Produit de convolution et théoréme de Féjer # ceF10
On définit leur produit de convolution deux fonctions continues f et g par

1 bl
frglx)= ﬂf—nf(x_ ng(tdr.

Dans toute la suite, f € €27 (R,C). Pour k€ Z, neN, onnote ey : x e R — elk¥ et

n So+S1+--+8S
Snz Z Ek et anLln
k=-n n+

1. Vérifier que f % S; est un polynome trigonométrique. Comment interpréter f xS, avec le vocabulaire des séries de Fourier?
2. a) Vérifier que pour tout n €N,

1 L
— Cp(t)ydt=1.
21

—T
b) Justifier que pour tout x e R\ {2kmn : k€ Z} :
: 1
s (x)_sm((“z)x) dis o) = 1 sin((n+1)x/2))2
e sin(x/2) P Tt sin(x/2)

¢) Soient a €]0,7] et x € [-m; 7] \ [-o; al, en remarquant que |sin(x/2)| = |sin(a/2)|, déterminer a;, dépendant unique-
ment de a et n tels que
Vxe[-nmn)\[-aa, |Chx)|<an et an — 0.

Dit autrement, (Cy) converge uniformément vers 0 sur [-n,n] \ [-a, o].

3. a) Justifier que

1
|f*cn(x)—f(x)|$£f

as<|ul<

1
[f(x—u) = f()ICp(w)du+ —f If(x—1w)— f(DICr(w) du.
b 270 Jjul<a
b) Montrer que (f * C;,) converge uniformément vers f sur R, c’est-a-dire
sup|f*Cp(x)— f(x)] — 0.
xeRl " | n—oo

On admettra le théoréeme de Heine : Soit f : [a; b] — R une fonction continue. Alors f est uniformément continue :

Ye>0, 36>0, V(x,y)e[a;b]z, lx-yl<d = [fx)-fl<e.



Exercice 14. 444 Théorémes de Weirestrass #ceF11
Lexercice précédent a permis d’établir le théoreme de Weierstrass trigonométrique :

Toute fonction continue et 2n-périodique sur R est limite uniforme d’une suite de polynomes trigonométriques.
On se propose d’en déduire le théoréme de Weierstrass sur un segment.

Toute fonction continue sur un segment a; b] est limite uniforme d’'une suite de polynémes.

Soit f: [a, b] — R une fonction continue.

1. Expliciter une fonction affine bijective ¢ de [-m;n] dans [a; b].

2. On définit la fonction g : [-m, 1] — R par
g(1) = f(p(1).

a) Montrer que g est continue sur [—T, 7t].
b) Prolonger g en une fonction g définie sur R, 2n-périodique, continue sur R.

3. D’apres le résultat admis, il existe donc une suite suite de polyndmes trigonométriques (T5) ,en telle que

sup|Ty (1) =gl — 0.

teR

En déduire que sup [Ty OLp_l(x) fx) || — 0
x€[a;b]

4. Conclure sur I'existence d'une suite de polyndome (P), telle que

sup [Pp(x)- f(x)lI — 0.
x€la;b] n—oo

5. Application
b
Soit f: [a, b] — R une fonction continue. On suppose que, pour tout k € N, on af f@ tFde=o.
a

b
a) Démontrer que[ f(t)2 dt=0.
a

b) En déduire f.

Un peu de python

Exercice 15. 44 Calculs approchés des coefficients de Fourier # ceF12

On admet la formule de SimpsonF_]: pour tout polynéme P € Ry [X]
p -

f P(x)dx = b«
(04 6

Partant de ce constant, pour une fonction continue f, on approxime 'intégrale sur [a; ] par

p-a a+p
6 2

P(x) +4P O(T-Fﬁ) +P(ﬁ)] .

+f®) (%)

f(O()+4f(

B
f FEdx =1(f,p) =
[0 4

Pour obtenir une meilleure approximation sur un segment [a; b], on partitionne uniformément le segment [a; b] en p sous-segments.
Sur chacun sous-segment, on approxime l'intégrale a I'aide de la relation (e). Une approximation d’ordre p est alors donnée par|

b-a
-

b p-1
ff(x)dx:Zl(f,a+kh,a+(k+1)h) ou h=
a k=0

1. Compléter lafonction Approx qui prend en arguments un entier naturel non nul p, une fonction f, deuxréels a, b et renvoie

une approximation de f f(x)dx al'aide du schéma décrit ci-dessus.

1. Mais on pourra la démontrer directement en posant P(X) = aX? + PX +.
2. On pourra noter I'analogie avec les sommes de Riemann.



def Approx( ... ):

I=
B h=
8 for k in
=
= alpha=
= beta=
I=

return I

2. Modifier la fonction précédente pour obtenir une fonction python an qui prend en arguments un entier naturel n, une
fonction f et renvoie une approximation de a,(f) (on pourra choisir p = 20).
3. En déduire une fonction python aCoeff qui prend en arguments un entier naturel N, une fonction f et renvoie une matrice

ligne contenant une approximation de

[ao(f) ar() ... ax(P].
De méme, on admet que I'on dispose d'une fonction bCoeff qui prend en arguments un entier naturel N, une fonction f et
renvoie une matrice ligne contenant une approximationde [0 b1 (f) ... bn(f)].

4. Compléter le programme qui permet d’afficher Sy (f) pour la fonction f € E définie sur [—m; 7] par f(#) = |It| - 2|.

N=10 # un choiz d’une valeur de N
x=np.linspace(-np.pi,np.pi,100)
A=aCoeff (f,N), B=bCoeff (f,N)
Y=np.zeros (100)
chzs BEEE forpi in range (0,100) :
Y[il=A[0]/np.sqrt (2)
for k in range(1,N+1):
return ... Ylil=
plt.plot(x,Y,’r’)
plt.plot(x,f(x),’b’)
plt.show ()

Editeur

Joseph Fourier 1768-1830



— Si (fy) ,en €St une suite de fonctions continues

j‘v e o e
=1 e Indications et solutions
- . -
sur un segment [a, b], convergent uniformément vers
Exercicel[6]

1. Notons que par développement en série entiere de
I'exponentielle :

+00 (eit)” +oo gint

VteR, f(t):n;)Tzngo7

Justifions que I'on peut identifier et avoir
1
vneN, cu(f)= = et VneZ\N, cu(f)=0.
n!

Soit k€ N.

2n 1 21 +oo 1
|

1 . .
- ¢ —ikt dr= — - l(n_k)tdt.
(/) 21 Jo fine 21 Jo ZO n.e

Justifions maintenant I'interversion : Soit N € N avec
N=k.

2n N ei(n—k) t

+00 ei(n—k)t

dz

— +

n. n=N+1

——
=Rn (1)

1
Ck(f)—g A

N 2n Hi(n=k)t 21
1 e 1
=) — dt+—f Rn(B)dt
=0 21 Jo 5 n! 21 Jo
=Ok,n

1 1 2m
= —+— Rn(p)dt.
k! 27[[0 N(0)

Or

2n 2n
f Rn()dt sf IRy ()] dt
0 0

i(n-k)t
S‘/‘23'[ Jio ’eln |
0

1
n=N+1
+00 1

<2n ) —

n=Ns1 1!

Par encadrement
2n
f Rn()dt — 0
0 N—+o00
Finalement, par passage a la limite :
1
Ck (f) = E .

1l en va de méme pour k < 0.

Généralisons linterversion sommelintégrale précé-
dente en énongant un théoreme classique :

f alors

b b b
ng@mﬁ fn(t)dtzfa ng@mfn(t)dzzﬁ fode.

Pour la preuve, on écrit pour n € N

b b b
f fn(t)dt—f f(ode s[ | /(0 = f(0)|de

<b-a)|fu-flo .0

X pn—oo

2. Notons maintenant que le théoreme de Dirichlet uni-
forme s’applique. On a donc convergence uniforme
de la série de Fourier. En particulier, on retrouve la
convergence simple : pour tout f € R,

3. C’est une conséquence de I'égalité de Parseval sa-
chant f continue (par morceaux). En effet

+00 1
len(HIF=Y —
r;z nf r;o n'?

ot W= [ reF@ar= o [T
? 2 0 27 0

car f(t)m — ecos(t)+isin(t)ecos(t)—isin(t) — eZcos(t)_

Exercice[8]
1.
2 4
1 4
~3\4 3.]\&_}./28 9.&/
_1 €
_2 4

2. Comme f est une fonction paire, on a

VneN*,  bu(f)=0



etpourneNavecn#1

2 T
an(f) = ;fo f()cos(nt)dt

2 T
= —f sin(#) cos(nt)dt car sin(t) = 0 sur [0; 7]
T Jo

B 2[“ sin(t+m‘)+sin(t—nt)d
T Jo

7 2

1] cos((n+1)t) cos(1-m1)]"
Tl n+1 - 1-n 0
B 1 1_(_1)n+1 1_(_1)n—1
_; n+1 B n—-1 ]

— Si n est impair, on trouve directement 0. Si n =1,
on trouve aussi 0.
— Sinestpair:

nn2-1

1 1)_41

Enfin

2 (" 2 (" _g_ n_é
ao(f)—;fo f(t)dt—;fo sm(t)dt—n[ COSt]o—n-

Finalement, le théoréme de Dirichlet s’applique (f est
continue sur R, et €' par morceaux), on a conver-
gence simple (et méme uniforme) de la série de Fou-
rier. En particulier pour tout réel x

ﬂo(f) Py
fl)=—L > Zan(f)cos(nt)+an(f)sm(nt)
= M+ Z an(f)cos(nt) (n=2k)
2 neN* n pair
|sin(x)| = % + Z %)COS(ZICI).

En particulier, pour x = 0, on obtient

2 +00
“at 2 (4k2 -1)
. +00 1 1
Soit kgl 4](,‘2——1 = 5

Remarque. On peut retrouver ce résultat par télesco-
page. pour N € N

N 1 N 1
,;41@— & Rk-D@R2k+1)
1/2 1/2

2k—1

Il
Mz

=~
I

1

2k
( <1
] 2(k 1)+1 2k+1

NI»—* l\JI»—'

k=
(1 i)
2N+1) N—+oo 2

3. De plus, on sait que
cos(2krt) = cos(kt)2 — sin(kz‘)2 =1- ZSin(kt)z.

D’ou
4 8 too

—————+—=) ———sin(kp)*
n(4k? - )+n,§14k2—lsm( )

|sin(x)| = 3 + Z
k=1

Le résultat s’en déduit avec la remarque précédente.

Exercice

1. On a par intégration par parties :

1 2n ;=
i=o | T
27 Jo

— i ([f(n+1) ,f(n) 2 _ fzn f(VH—Z)f(n))
2n 0 0 '
Comme le crochet est nul par 2n-périodicité, on a

In+l = _<f(n+2)’f(n)>

ou (., désigne le produit scalaire usuel sur <€2°n.
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Lol < 1F N2 | F742 ), = VieLnso.

Le premier résultat s’en déduit.
Le second point résultat découle de I'inégalité

Vo, eR, lapl <

appliquée a o« = VI, p = vI,12.

(a +p?)

Exercice[I0]

1. D’apres 'égalité de Parseval (f et f' sont %gn pm)

1 21 5 +00 2
—f FORdr= Y [P =
2m Jo k=0

kez*
1 2m , 2 +00 2 +00 ) 2
o [ IF 0 de= 3 () = R e
0 k=0 k=1
D’olu
2n 9 2n ) +00 ’ 9
[7 - [ =any @ -ylenf o
0 0 kzlsﬁz_a
Ce qui conclut.

Notons que le résultat se généralise a toute
fonction f continue sur [0; 2n]. En effet, il suffit
@& | d’appliquer le résultat précédent a la fonction
f obtenue en « périodisant » la fonction f sur

R.

Y laf? [car [ 1f=0)



2. Notons que Il'y a égalité si et seulement si
Vkez, kl=z2 = ¢ (f)=0

2 o (T, ) , si et seulement si il existe trois nombres «, f et y tels
T T W R que
——

kez ~—~— —
|k|=2 >0 =0 f=a+pe +ye_.
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