
Thème : Comparaison série/intégrale

Exercice 1. F . # RA26

1. Montrer que pour tout entier n Ê 2, ln(n +1) É n∑
k=1

1
k É ln(n)+1.

2. En déduire que
n∑

k=1

1

k
∼

n→+∞ ln(n).

Exercice 2. F . Équivalent des sommes partielles d’une série divergente # RA27

L’objectif est de prouver la divergence de la série
∑

kÊ3
1

k lnk et de déterminer un équivalent des sommes partielles :

Sn =
n∑

k=3

1

k lnk
.

1. Étudier les variations de la fonction f définie sur ]1,+∞[ par f (t ) = 1
t ln t .

2. a) Montrer que pour tout k Ê 2 :
1

(k +1)ln(k +1)
É

∫ k+1

k

dt

t ln t
É 1

k lnk
.

b) En déduire, pour tout k Ê 3, ∫ n

3

dt

t ln t
É

∫ n+1

3

dt

t ln t
É Sn É

∫ n

2

dt

t ln t

3. Calculer, pour tous a,b réels strictement supérieurs à 1 :
∫ b

a
f (t )dt .

4. a) Montrer que la série
∑
kÊ2

1

k lnk
diverge.

b) Utiliser la question 2.(b) pour trouver un équivalent de Sn .

Exercice 3. FFF Oral ESCP 2001, n◦9 # RA28

1. Soit f : [0,+∞[→R une fonction continue et décroissante telle que l’intégrale
∫ +∞

0
f (x)dx converge.

a) Montrer que f est positive et tend vers 0 en +∞.

b) Montrer que, pour tout réel h > 0 et tout N ∈N∗ :

h
N∑

n=1
f (nh) É

∫ Nh

0
f (x)dx É h

N−1∑
n=0

f (nh).

c) En déduire que, pour tout réel h > 0, la série de terme général f (nh) converge et que :

−h f (0)+h
+∞∑
n=0

f (nh) É
∫ +∞

0
f (x)dx É h

+∞∑
n=0

f (nh).

d) Montrer que, quand h tend vers 0 par valeurs supérieures :

+∞∑
n=0

f (nh) ∼
h→0+

1

h

∫ +∞

0
f (x)dx.

2. a) Montrer que la série ∑
n∈N

t n2
converge pour tout réel t ∈ ]−1,1[.

b) Montrer que, quand t tend vers 1 par valeurs inférieures,

+∞∑
n=0

t n2 ∼ 1

2

√
π

1− t
.
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