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Exercicel. ¢ #RA26
1. Montrer que pour tout entier n =2, In(n+1) < f % <In(n) +1.

k=1
n1
2. Endéduireque Y. — ~ In(n).
k=1 k n—+oo
Exercice 2. 4 “. Equivalent des sommes partielles d’'une série divergente #RA27

Lobjectif est de prouver la divergence de la série }_ ;>3 m et de déterminer un équivalent des sommes partielles :

LA |

& kink’

n

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur |1, +oo par f(t) = ﬁ

2. a) Mont tout k=2 L </k+l dr _ 1
. a ontrer que pour tou 24 —_— < —_— < .
quep k+DInte+1) ~Jy  7nt S kink

[” dt f”“ dt f” dt
— < — <S5, < —_
3 tlnt J3 tint 2 tlnt

b
3. Calculer, pour tous a, b réels strictement supérieurs a 1 : f fndze.
a

b) En déduire, pour tout k = 3,

4. a) Montrer que la série Z
k=2 1N k

b) Utiliser la question 2.(b) pour trouver un équivalent de S,.

diverge.
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[

+00o
. Soit f: [0, +oo[— R une fonction continue et décroissante telle que 'intégrale f f(x)dx converge.
0

a) Montrer que f est positive et tend vers 0 en +oo.

b) Montrer que, pour tout réel i >0 et tout N e N* :

N Nh N-1
hY f(nh) s/ fx)dx<h)_ f(nh).
n=1 0 n=0

¢) En déduire que, pour tout réel i > 0, la série de terme général f(nh) converge et que :

+00

+00 +00
—hf)+h)_ f(nh)< fdx<h) f(nh).
n=0 0 n=0

d) Montrer que, quand / tend vers 0 par valeurs supérieures :

—0t

+00 1 [+o°
Zof(nh) i~ E[o fx)dx.
n=

2. a) Montrer que la série ¢ t”2 converge pour toutréel re]—1,1[.
neN

b) Montrer que, quand ¢ tend vers 1 par valeurs inférieures,
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Exercice[2]

1) Pourtoutt €]1, + oo, f'(t) =

In(t) + 1

_W <0. [La fonction f est décroissante.J

2) a) Soitk > 2.La fonction f est décroissante sur ]1, + oo[, donc, pour tout réel t tel que

k<t<k+1ona
1 1 1

G DI+ D St S knk
Par croissance de I'intégrale (k < k + 1), il vient

k+1 dt k+1 dr k+1 dt
J; (k+1)1n(k+1)<fk tlnt<fk Kink

1 f"“dt P
(k+1)1n(k+1)<  tlnt ~ klnk

Ainsi, pour toutk > 2:

En utilisant la relation de Chasles et la positivité de l'intégrale,

ntl gy n qe ntl gy no4qr
I o A e
3 tint 3 tint ), tint 5 tint

La premiére inégalité est justifiée.

Pour la seconde inégalité, on somme de 3 a n, I'inégalité de droite de la question pré-
cédente. Cela donne

En utilisant la relation de Chasles f

Pour la derniére inégalité, on somme de 2 a n — 1 I'inégalité de gauche de la question
précédente. Cela donne

n-1 1 o gp
Z k+ 1)1 k+1)<2f tint’
£y e+ g L)
La relation de Chasles pour la somme des intégrales et un changement d’indice pour
la somme de gauche donnent :

s _i 1 <f" dt
n pzsplup\ , tlnt

noge nHl gy noqr
Conclusion, pour tout k > 3, —< — <S5, < _
P - ,L ):lnt\f3 tlnt "\fz tint

Remarque
Illustrons par des dessins I'encadrement de Sg. Selon que les rectangles ont le coin
supérieur droit ou gauche sur la courbe, on obtient 'une ou I'autre des inégalités.

1 Cr 14 Cr
05 05 -
2 3 6 7 x

4 5 1 2 3 4 5 6 7 x
.
Se= ) f(K)
k=3

7
55>L f(eyde

1
1 Cr 14 cr
05 05 4 "///,
2 3 6 7 x

1 1 2 3 4 5 6 7x

4 5
.
.
Se= ) £) se< [ r@a
k=3 2

3) Onintroduit la fonction u(t) = Int pour t > 0. On constate que

bode LV bl (t
J' f de:f Ldt:[1n|1nt|]';: In|Inb|—In|Inal.
a

tnt . Int o u(t)
dt
4) a) Pourtoutn > 3,ona doncj —— =In(Inn) —In(In3) — +oo.
L thnt n—too
mdt

D’apres la question 2 b) f < Sp.Donc S, = +00. Donc
3 noto

tint

b) Soitn > 3. Lencadrement de la question 2 b) et la question 4) donnent
In(Inn) —In(In3) < S, < In(Inn) — In(In 2).
En divisant par In(Inn) qui est positif (n > 3 > e):
In(In3) Sn In(In 2)
B In(lnn) ~ In(lnn) - In(Inn)’

Sn
— — L
In(Inn) no+eo

Sy ~ In(Inn).

D’apres le théoréme d’encadrement, il vient

Conclusion
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p.[0

Solution :

1. a)  Supposons qu'il existe @ tel que f(a) < 0, alors V1 = a, f(t) < f(a)
et donc : Vi > u./ f)de < / Jla)dt = (z — a)f(a) o, ooce qui

+00
contredit la convergence de intégrale St)dt.
0
* Ainsi [ est décroissante et [l()%lll\(‘ (lun( admet une limite £ >
f(dt = / fdl = (x
vg

Jo y
contredit a nouveau la convergence de l‘mL(‘gral(\. Bref :

0 en +oc.

Supposons que ¢ > 0, alors — 400, ce qui
A

|j est positive de limite nulle en +o00 ‘

b) Par décroissance de f :

hf((n+1)h) < /

Jnh

(n+1)h

S)dt < hf(nh)

En sommant, il vient bien :

h Z [(nh) <h Y flnh)

N-1
/ Sle)de <
n=1 0 n=0

400 Nh
¢) Soit 1 = / S{t)dt. Comme [ >0, / Sy dt <1, donc :
Jo

J0

Z f(nh) € T

n=1

La série de terme général f(nh) étant i termes positifs, elle converge. Par

passage a la limite dans 'encadrement pr(‘r(‘tl(‘nl il vient :

hf(0)+h E [{nh) <h Z f(nh)

/ fle)de <
n=0 Jo n=0

RA28
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d) Ainsi [ < h Z\: J(nh) <
n=0

I+ f(0)h et, par encadrement :

lim A Z flnh) =1
b

-0t n=o

+o00
Sif#0, U[lr]l)[("zf(”)) ~ ]l/ S(t)dt.
(h—0t) 10 Jy

n=0
Le résultat reste banalement vrai si f est la fonction nulle!
2. a) Soit t €]-1,1[. Pour tout n € N, [t"°] <
général 1" est (absolument) convergente.
pt = et int — o (e Inf)®

[t]", donc la série de terme

b) On écrit alors, pour £ €]0,1] :
Or la fonction f: 2~ e est continue et décroissante sur R, d’intégrale
+0¢ N
convergente, avec / J)ydt = T‘
Jo
Lorsque ¢ tend vers 1 par valeurs inférieures, — Int tend vers 0 par valeurs
supérieures. On peut done appliquer ce qui précede et :
1 Iy T _ 1

LR , /
,,Z,(] V-Int 2 2 1




