
Thème : Révisions d’ECG1
Anayse

Exercice 1. G Donner les développements limités à l’ordre 2 et n ∈N de :

(1+x)α = ,
1

1−x
= ,ex = , ln(1+x) = ,cos(x) = , sin(x) = .

Exercice 2. F . Sommes de Riemann # RA32

Rappeler le principe des sommes de Riemann et le théorème. En déduire l’équivalent pour α ∈R+∗
n∑

k=1
kα ∼

n→+∞
nα+1

α+1
.

Exercice 3. F . Constante γ d’Euler # RA33

Pour tout n ∈N∗, on pose Hn =
n∑

k=1

1

k
, un = Hn − lnn.

• Preuve par les développements limités

1. Pour tout entier naturel n Ê 2, on pose vn = un −un−1.
Déterminer un équivalent de vn . En déduire la nature de la série de terme général vn .

2. Montrer que la suite (un )n∈N∗ converge.

3. En déduire l’existence de γ ∈R+ tel que Hn = γ+ ln(n)+o(1).

• Preuve 2 par les suites adjacentes
On introduit en plus pour tout n ∈N∗ : vn = Hn − lnn.

4. Justifier que pour tout t ∈]0;1],
ln(1+ t ) É t et t + ln(1− t ) É 0.

En déduire que (un )n∈N∗ et (vn )n∈N∗ sont adjacentes.

5. Retrouver le résultat de la question 3.

6. Justifier que
∣∣vn −γ∣∣É 1/n. En déduire un programme python qui renvoie une approximation de γ à 10−5-près.

À Pour aller plus loin, EMLyon 2002 pour une expression intégrale de γ ou Ecricome 2016, ex1. F

Exercice 4. F Égalité des accroissements finis # RA34

Soit f une fonction continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ avec a < b et ne s’annulant pas sur [a,b]. Montrer qu’il existe c ∈ ]a;b[ tel
que

f (b)

f (a)
= exp

(
(b −a)

f ′(c)

f (c)

)
.

Exercice 5. F Nature d’une série de maximums D’après EMLyon 2011, partie IV # RA35

On considère, pour tout n ∈N∗, l’application

gn : [0,+∞[→R, x 7→ xn e−x

n!
.

1. Montrer que, pour tout n ∈N∗, gn admet un maximum, noté Mn , et calculer Mn . On note, pour tout n ∈N∗ :

µn =p
nMn et an = lnµn+1 − lnµn .

2. Former le développement limité de an , à l’ordre 2 lorsque l’entier n tend vers l’infini.

3. En déduire la nature de la série
∑

nÊ1 an .

4. Établir que la suite
(
µn

)
nÊ1 converge et que sa limite est strictement positive.

5. Quelle est la nature de la série
∑

nÊ1 Mn ?
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Exercice 6. FF Développements limité et CCSA adapté de Ecricome 2007 # RA36

1. Donner le DL est au voisinage de 0 à l’ordre 2 de ln
(
2−ex )

.

2. Quelle est la nature de la série de terme général ln
(
2−e1/k

)
?

3. Pour n entier supérieur ou égal à 2, on pose :

Vn =
n∑

k=2
ln

(
2−e1/k

)
et un = expVn .

Déterminer lim
n→+∞Vn et lim

n→+∞un .

4. a) Montrer que :

ln(nun ) =
n∑

k=2

[
ln

(
2−e1/k

)
− ln

(
1− 1

k

)]
b) Déterminer un équivalent, quand k tend vers +∞, de ln

(
2−e1/k

)
− ln

(
1− 1

k

)
.

c) Quelle est la nature de la série de terme général un ?

5. . Critère spécial des séries alternées

On pose Sn =
n∑

k=2
(−1)k uk .

a) Montrer que les suites (S2n )nÊ1 et (S2n+1)nÊ1 sont deux suites adjacentes.

b) En déduire la nature de la série de terme général (−1)n un .

Exercice 7. FF . Exemple de suite implicite D’après EDHEC 2018, épreuve annulée # RA37

Soit n ∈N∗. Soit fn la fonction définie sur R+ par :

∀x ∈R+, fn (x) = 1−x −xn .

1. Montrer que l’équation fn (x) = 0 d’inconnue x possède une seule solution, notée un .

2. a) Vérifier que un appartient à ]0;1[.

b) En déduire le signe de fn+1 (un ) puis établir que la suite (un )n est croissante.

c) Conclure que la suite (un )n converge et que sa limite appartient à [0;1].

d) Montrer par l’absurde que lim
n→+∞un = 1.

3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose vn = 1−un .

a) Justifier que vn est strictement positif, puis montrer que ln vn ∼+∞−nvn .

b) Établir que

lim
n→+∞

ln
(− ln vn

nvn

)
− ln vn

= 0 puis ln vn ∼+∞− lnn.

c) Montrer enfin que : vn ∼+∞
lnn

n .

4. Donner la nature des séries de termes généraux vn et vn
2.

Exercice 8. FF Lemme de Cesàro et recherche d’équivalent # RA38

Soit (an )n∈N∗ une suite réelle croissante qui converge vers un réel `. Pour tout entier n ∈N∗, on pose :

bn = 1

n

n∑
k=1

ak .

1. On veut montrer que la suite (bn )n∈N∗ converge également vers `.

a) Établir la relation suivante :

∀n ∈N∗, bn+1 −bn = 1

n(n +1)

(
nan+1 −

n∑
k=1

ak

)
.

b) Montrer que la suite (bn )n∈N∗ converge vers un réel `′ qui vérifie `′ É `.
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c) Établir pour tout n ∈N∗, l’inégalité : b2n Ê bn +an

2
.

d) Déduire des deux questions précédentes que la suite (bn )n∈N∗ converge vers `.

2. Montrer que le résultat précédent reste valide si l’on suppose que la suite (an )n∈N∗ est décroissante.

On admet que le résultat trouvé dans les questions 1 et 2 reste valide si la suite (an )n∈N∗ n’est pas monotone. On considère
désormais la suite (un )n∈N∗ telle que :

u1 = 1 et ∀n ∈N∗, un+1 = un + 1

un 2
.

3. a) Montrer que la suite (un )n∈N∗ est bien définie.

b) Montrer que lim
n→+∞un =+∞.

4. Soit β un réel non nul.

a) Établir l’égalité suivante :

∀n ∈N∗, un+1
β−un

β =
(

1+ 1

u3
n

)β
−1

×un
β

b) À l’aide d’un développement limité à l’ordre 1 au voisinage de 0, déterminer un équivalent de

((
1+ 1

un
3

)β−1

)
lorsque n

tend vers +∞.

c) Montrer que la suite
(
un+1

β−un
β
)

n∈N∗ admet une limite finie non nulle si et seulement si β= 3.

5. En posant pour tout n ∈N∗, an = un+1
3 −un

3, donner un équivalent de un en +∞.

Exercice 9. FF . Fonction W de Lambert D’après ESCP 2022, n13 # RA39

1. Étudier les variations de la fonction f définie sur R, par : pour tout x ∈R, f (x) = xex .

2. a) Montrer que la restriction de f à [−1,+∞[ réalise une bijection sur un intervalle J qu’on déterminera. On note W la réci-
proque de cette bijection.

b) Déterminer W(0) et W′(0).

c) Déterminer un équivalent de W(x) lorsque x tend vers 0 et un équivalent de W(x) lorsque x tend vers +∞.

d) Tracer les courbes représentatives de f et W.

3. Montrer rapidement que la restriction de f à ]−∞,−1[ réalise une bijection sur un intervalle J′ qu’on déterminera. On note V la
réciproque de cette bijection.

4. Soit m, un réel.

a) Déterminer le nombre de solutions de l’équation xex = m.
Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions à l’aide des fonctions W et V.

b) Soient a, b deux réels non nuls. Soit l’équation eax+bx = 0. Déterminer le nombre de solutions de cette équation en fonction
de a et b. Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions à l’aide des fonctions W et V.

5. Soit x ∈ ]−1/e;0[. On définit la suite w par

w0 = x et ∀n ∈N, wn+1 = xe−wn .

a) Si la suite w est convergente, exprimer la limite à l’aide de la fonction V.

b) Donner un programme Python qui prend en argument n et renvoie wn .

Exercice 10. FFF Suites adjacentes D’après HEC 2000 # RA40

Dans ce qui suit on suppose que K est une partie non vide et majorée de R. Soit M un majorant de K et a un élément de K. On
définit les suites (un )n∈N et (vn )n∈N par u0 = a

v0 = M
et ∀n ∈N, (un+1, vn+1) =


(

un+vn
2 , vn

)
si un+vn

2 ne majore pas K(
un , un+vn

2

)
sinon

1. On suppose, dans cette question seulement, que K = [0,1[∪[3,4[, a = 0 et que M = 10. Déterminer (un , vn ) pour tout entier n
appartenant à {1,2,3,4}.

2. On revient désormais au cas général.

a) Montrer que : ∀n ∈N,un É vn .
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b) Montrer que les deux suites (un )n∈N et (vn )n∈N sont adjacentes et convergent vers un réel b.

c) Montrer que pour tout entier positif n, vn est un majorant de K, puis que b majore K.

d) Montrer qu’il existe une suite d’éléments de K qui converge vers b.

e) On suppose que b′ est un majorant de K.

* Montrer que b′ Ê b.

* En déduire que b ne dépend pas des choix initiaux de a et M pourvu que a appartienne à K et que M majore K.

Exercice 11. FF Recherche d’extremum par trichotomie # RA41

Soit f : R→ R une application continue. On suppose que f est strictement convexe, c’est-à-dire : pour tous x, y ∈ R tels que x 6= y ,
pour tout λ ∈]0,1[,

f
(
λx + (1−λ)y

)< λ f (x)+ (1−λ) f (y).

On suppose que f admet un minimum sur R, atteint en un point α.

1. Justifier que le minimum de f n’est atteint qu’en α.

2. On définit trois suites (an ), (bn ) et (cn ) par récurrence :

* On choisit des réels a0,c0 tels que a0 < c0 et tels qu’en posant b0 = a0 + c0

2
, on ait f (b0) É f (a0), f (b0) É f (c0).

* Puis, pour tout n ∈N, lorsqu’on a construit an ,bn ,cn , on pose

αn = an +bn

2
, βn = bn + cn

2

et on considère trois cas :

• Cas 1 : si f (αn ) < f (bn ), on pose an+1 = an , bn+1 = αn et cn+1 = bn ;

• Cas 2 : si f (αn ) Ê f (bn ) et f (βn ) < f (bn ), on pose an+1 = bn , bn+1 = βn et cn+1 = cn ;

• Cas 3 : sinon, on pose an+1 = αn , bn+1 = bn et cn+1 = βn .

Dans chacun des graphes suivants, préciser dans quel cas l’on se situe.

an bnαn cnβn

Cas ....

an bnαn cnβn

Cas ....

3. Montrer que, pour tout n ∈N, an < cn , bn = an + cn

2
et f (bn ) É f (an ) et f (bn ) É f (cn ).

4. En déduire que pour tout n ∈N, an É αÉ cn .

5. Justifier que les suites (an )n∈N et (cn )n∈N sont adjacentes, et qu’elles convergent vers α.

6. Écrivons un programme Python afin d’étudier f : x 7→ e2x +e−x +2x.
On vérifie que f est continue, strictement convexe, et admet un unique minimum atteint en α.

a) Écrire un programme Python suivant qui définit la fonction f .

b) En déduire une seconde fonction qui prend en arguments a0,c0 et un nombre ε> 0, et qui renvoie une approximation
de α à ε près.
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Exercice 2 p. 1

RA32
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Exercice 3 p. 1

RA33
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Exercice 4 p. 1

RA34
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Exercice 5 p. 1

RA35

Exercice 9 p. 3

RA39
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Exercice 10 p. 3

RA40
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Exercice 11 p. 4

RA41

6.a)

def fonction (x):
ex=np.exp(x)
return ex **2+1/ ex +2*x

6.b)

def approx_alpha (a0 , c0 , eps):
a = a0
c = c0
b = (a + c) / 2

while c - a > eps:
alpha = (a + b) / 2
beta = (b + c) / 2

if f( alpha ) < f(b):
c = b
b = alpha

elif f(beta) < f(b):
a = b
b = beta

else:
a = alpha
c = beta
b = (a + c) / 2

return (a + c) / 2
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