19 Theme : Révisions ’ECG1 "
1\ ' Anayse N2

Exercice 1. <> Donner les développements limités a 'ordre 2 et n e N de:

1+x)%= T3 et = Jnl+x)=  ,cos(x)= ,sin(x) =

Exercice2. ¢ % Sommes de Riemann #RA32
Rappeler le principe des sommes de Riemann et le théoréme. En déduire 1'équivalent pour o € R}

na+1

n
D K~

= et atl

Exercice 3. ¢ % Constante y d’Euler #RA33

n
Pour tout n € N*, on pose H, = Z , unp=H;—-Inn.
k=1

=

* Preuve par les développements limités

1. Pour tout entier naturel n = 2, on pose vy = Uy — Up—1.
Déterminer un équivalent de v,. En déduire la nature de la série de terme général v;,.

2. Montrer que la suite (uy) ,en+ converge.

3. En déduire I'existence de y € R tel que Hy, = y +In(n) + 0(1).

®  Preuve 2 par les suites adjacentes
On introduit en plus pour tout ne N*: v, =H, —Inn.

4. Justifier que pour tout ¢ €]0; 1],
Inl+<t et t+In(1-7<0.

En déduire que (u5) en* €t (V) en* SOnt adjacentes.
5. Retrouver le résultat de la question 3.
6. Justifier que | vp— y| < 1/n. En déduire un programme python qui renvoie une approximation de y 2 10~2-pres.
>> Pour aller plus loin, EMLyon 2002 pour une expression intégrale dey ou Ecricome 2016, ex]. 4
Exercice 4. 4+ FEgalité des accroissements finis # RA34

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ avec a < b et ne s’annulant pas sur [a, b]. Montrer qu'il existe c €]a; b[ tel
que

£(b) ( f’(c))
IO olw- .
fla -~ P09

Exercice 5. 4 Nature d’'une série de maximums D'apres EMLyon 2011, partie IV # RA35

On considere, pour tout n € N*, I'application

xMe™*

gn:10,+oo[— R, x— ol

1. Montrer que, pour tout n € N*, g, admet un maximum, noté M, et calculer M. On note, pour tout n € N* :
Hp=vVnM, et ap=Inpper—Inyp,.

Former le développement limité de a;, al'ordre 2 lorsque 'entier n tend vers l'infini.
En déduire la nature de la série Y ,,>1 an.

Etablir que la suite (i) 1>1 converge et que sa limite est strictement positive.

gk o ® D

Quelle est la nature de la série Y ;1 My ?



Exercice 6. 44 Développements limité et CCSA adapté de Ecricome 2007 # RA36

1. Donner le DL est au voisinage de 0 a 'ordre 2 de In (2 —e¥).

N

. Quelle est la nature de la série de terme général In (2 —ellk J ?

w

. Pour n entier supérieur ou égal a 2, on pose :
L Ik
Va=3, ln(z—e1 ) et up=expVy.
k=2

Déterminer lim Vet lim wuy.
n—+oo n—+oo

4. a) Montrer que :
n

In(nuy) =3

b) Déterminer un équivalent, quand k tend vers +oo, de In (2 —el k) —In (1 - %)

¢) Quelle est la nature de la série de terme général uy, ?

Critere spécial des séries alternées
n
On pose Sn=) =Dk
k=2

a) Montrer que les suites (S2;) ;51 €t (S2n+1) p>1 sont deux suites adjacentes.

b) En déduire la nature de la série de terme général (—1)" u,.

Exercice 7. ¢4 % Exemple de suite implicite D'apres EDHEC 2018, épreuve annulée # RA37
Soit n € N*, Soit f}, la fonction définie sur R* par:

VxeRY, fr@)=1-x-x".

1. Montrer que I'équation f;(x) = 0 d'inconnue x possede une seule solution, notée u;,.
2. a) Vérifier que uy, appartient a ]0; 1[.

b) En déduire le signe de f;,+1 (15) puis établir que la suite (), est croissante.

¢) Conclure que la suite (uy),, converge et que sa limite appartient a [0; 1].

d) Montrer par I'absurde que nl_l,r}rloo up=1.
3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose v, =1—uy.

a) Justifier que vy, est strictement positif, puis montrer que In vy, 3 Thvn

b) Etablir que

In ( —Inv, )
. nvnp .
lim =0 puis lnv, ~ —-Inn.
n—+oo —lnvy, +00

Inn

c¢) Montrer enfin que: v;; ~ Tt
+00

4. Donner la nature des séries de termes généraux vy, et v,2.

Exercice 8. ¢4 Lemme de Cesaro et recherche d’équivalent #RA38
Soit (an) nen+ une suite réelle croissante qui converge vers un réel £. Pour tout entier n € N*, on pose :

1 n
bn =— Z aj.
=1
1. On veut montrer que la suite (by) ,en* converge également vers £.

a) Etablir la relation suivante :

1 n
VneN*, bn+1—bn=—(nan+1— y uk).
nn+1) =1

b) Montrer que la suite (by) e+ converge vers un réel €' qui vérifie €' < €.



by +ap
R
d) Déduire des deux questions précédentes que la suite (by) ,en+ converge vers £.

¢) Etablir pour tout n € N*, I'inégalité : by, =

2. Montrer que le résultat précédent reste valide sil’on suppose que la suite (a;) ,en* €st décroissante.

On admet que le résultat trouvé dans les questions 1 et 2 reste valide si la suite (ay),en+ n'est pas monotone. On considere
désormais la suite (uy) ,en+ telle que :

1
up=1 et VneN*, un+1:un+ﬁ.
n

3. a) Montrer que la suite (1) ,en* est bien définie.
b) Montrer que nEToo Up = +o0.

4. Soit f un réel non nul.
a) Etablir I'égalité suivante :

p
1
VneN*, un+1ﬁ—unﬁ= (1+—3) -1 ><un[3
Un

b) A l'aide d’'un développement limité a 'ordre 1 au voisinage de 0, déterminer un équivalent de ((1 + #)ﬁ - 1) lorsque n
n

tend vers +oo.

c¢) Montrer que la suite [unﬂﬁ - unﬁ]neN* admet une limite finie non nulle si et seulement si f = 3.

5. En posant pour tout n € N*, a;, = un+13 - ung, donner un équivalent de uj en +oo.

Exercice 9. ¢4 Fonction W de Lambert D’apres ESCP 2022, n13 #RA39

1. Etudier les variations de la fonction f définie sur R, par : pour tout x € R, f(x) = xe*.

2. a) Montrer que la restriction de f a [-1, +oo[ réalise une bijection sur un intervalle ] qu'on déterminera. On note W la réci-
proque de cette bijection.

b) Déterminer W(0) et W' (0).
c¢) Déterminer un équivalent de W(x) lorsque x tend vers 0 et un équivalent de W(x) lorsque x tend vers +oo.
d) Tracer les courbes représentatives de f et W.

3. Montrer rapidement que la restriction de f & ]— oo, —1[ réalise une bijection sur un intervalle ] qu’on déterminera. On note V la
réciproque de cette bijection.

4. Soit m, un réel.

a) Déterminer le nombre de solutions de I'équation xe* = m.
Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions al'aide des fonctions Wet V.

b) Soient a, b deuxréels non nuls. Soit1'équation e?* + bx = 0. Déterminer le nombre de solutions de cette équation en fonction
de a et b. Exprimer, lorsqu’elles existent, ces solutions a ’aide des fonctions Wet V.

5. Soit x €] —1/e;0[. On définit la suite w par

wp=x et VYneN, wpe=xe ¥n,

a) Silasuite w est convergente, exprimer la limite a 'aide de la fonction V.

b) Donner un programme Python qui prend en argument » et renvoie wy,.

Exercice 10. ¢+ 44 Suites adjacentes D’apres HEC 2000 # RA40
Dans ce qui suit on suppose que K est une partie non vide et majorée de R. Soit M un majorant de K et @ un élément de K. On
définit les suites (up) nen €t (V) nen Par

Up+VUp Up+VUp
’ 2

vp| si

Un+v, .
Up, 5= sinon

uy = ne majore pas K

a
etvnelN, (u U =
o =M (Un+1, Vn+1)

1. On suppose, dans cette question seulement, que K = [0,1[U[3,4[,a = 0 et que M = 10. Déterminer (u, vy;) pour tout entier n
appartenant a {1,2,3,4}.

2. Onrevient désormais au cas général.

a) Montrerque:VneN, u, < vy.



b) Montrer que les deux suites (¢45) ,en €t (Vi) nen SONt adjacentes et convergent vers un réel b.
¢) Montrer que pour tout entier positif 7, v, est un majorant de K, puis que b majore K.

d) Montrer qu'il existe une suite d’éléments de K qui converge vers b.

e) On suppose que b’ est un majorant de K.

— Montrer que b’ = b.

En déduire que b ne dépend pas des choix initiaux de a et M pourvu que a appartienne a K et que M majore K.

Exercice 11. 44 Recherche d’extremum par trichotomie

Soit f : R — R une application continue. On suppose que f est strictement convexe, c’est-a-dire : pour tous x, y € R tels que x # y,
pour tout A €]0,1],

# RA41

FAX+@A=Ny) <Af@)+A-Nfy.
On suppose que f admet un minimum sur R, atteint en un point .
1. Justifier que le minimum de f n’est atteint qu’en a.

2. On définit trois suites (ay), (by) et (c,) par récurrence :

9 onait f(bo) < flao), f(bo) < f(co)-

ap+
— On choisit des réels ag, ¢y tels que ag < cp et tels qu’en posant by = 0 5

— Puis, pour tout n € N, lorsqu’on a construit ay, by, ¢, on pose
n ntn

_an+bp _bntecp
=T =t

et on considere trois cas :

Cas1:si f(ay) < f(by), onpose ap+1 = an, bp+1 =0n €t cpy1 =by;
e Cas2:sif(ap) = f(by) et f(Bn) < f(by), onpose an+1 = by, bp+1 =Pn et cnt1 =cn;
e (Cas 3:sinon, on pose ay+1 =0y, bpy+1 = by et cp+1 =Pn-

Dans chacun des graphes suivants, préciser dans quel cas I'on se situe.

+ n  %n by Pn Cn + n Qn by Pn Cn

GnLCn ot F(bn) < flan) et f(bn) < flcn).

. Montrer que, pour tout n €N, a, < ¢y, by = )

En déduire que pour tout n €N, a, < a < cy.

Justifier que les suites (an) nen €t (cn) nen sont adjacentes, et qu’elles convergent vers o.
Ecrivons un programme Python afin d’étudier f: x — e>* + e ¥ + 2x.

On vérifie que f est continue, strictement convexe, et admet un unique minimum atteint en a.

a) Ecrire un programme Python suivant qui définit la fonction f.

o oW

b) En déduire une seconde fonction qui prend en arguments ag, ¢p et un nombre € > 0, et qui renvoie une approximation
de a a € pres.



Exercice[2]
III  Sommes de Riemann Sy correspond & La somune des aires (algébriques) des rectangles. En cons . S st une approxin
de Daire sous la courbe, c’est-a-dire I'intégrale de f entre a et b. On conjecture que cette approximation est
d’autant meilleure que n est grand. En effet, en augmentant le nombre de rectangles, on peut épouser plus
Définition 20 (Somumes de Riemann & pas constan) acil la courbe.
Soient f une fonction continue sur [a;b] et n un entier naturel non nul. o s
Une somme de Riemann associée & f sur [a; ] est une somme de la forme — ——
b—a2 .
Sn(f) = flat+k—o !
n k=0
Théoréme 21 (Convergence des sommes de Riemann) |
n=s0
Soit f une fonction continue sur [a;b]. La suite (Su(f)), o converge et la limite est —_—
) A
Jm 8.0 = [ f)ar. A
é Méthode. C r itre une somme de Riemann ? Remarque. Nous pouvons tester notre résultat en rappelant :
2
n n(n+1 n(n+1)(2n+1 iy n(n+1
En pratique, on choisit @ = 0, b = 1. Le théoréme devient pour une fonction f continue sur [0; 1] Sh= M, Sk = w et Y k= e +1) .
2 6 2
k=0 =0 =0
1 [k g Alnsi, pour a = 1,2 et 3 :
i () = [ . A ;
nSteo n o = - - 5
=0 1 n+1 101 n+1(2n+1) 11 (n+1) 1
—N k=t 5 o [ Bl o
Bk Ry W (PR B DL R
Par exemple, pour o € R*, on considére la fonction continue ¢ € [0;1] — . Par suite, k=0 k=0 k=0
. I\ Attention. Tl faudra étre précis, on wapplique pas le résultat précédent pour a < 0. En effet, bien
que pour €] —1,0[ I'intégrale [ t* dt ait un sens comme limite, on ne peut pas appliquer le théoréme :

1

i(\r+l
Tatl

a+il, 8
la fonction n'est pas contimue sur [0; 1] (fermé en 0).

= eVt |
FHA_Z:U*‘ :*Z<;) nﬁx_/n' dt =

n
k=0




Exercice[3]

p

Une variante du cahier d'été

L1« Série, constante d’Euler | On pose pourn € N,

n
1
a, = z i In(n+1).
k=1

RA33

) Sionnote S, la somme partielle d’ordre n de cette série, on a par télescopage

n
Sn= Z(“k — Ag_y) = @y — ay.

Par conséquent, la suite (a,),ey+ converge aussi.

1) a) Etudier la convergence de la série de terme général a, .1 — . ¢) Notons y, lalimite de la suite (a,)nen-- On a donc

b) En déduire la convergence de la suite (a,,)en--
c) Justifier I'existence de y € R tel que

n
1

Z; =Inn+y+o(1).

k=1

11, 1
2) Etudier pour a € R¥, la nature de la série ¥ a**2+3+ "+,

1) a) Apartir du développement limité du logarithme en 0, on a

(1 1 1 1 1
) TR m o)

Ainsi, pour toutn € N\ {0; 1},

n n-1
1 1 1
Ay — Ay = (kz T In(n + 1)) - (kz e ln(n)) =5 In(n+ 1) +In(n)
=1 =1
1 1 1 1 1 1 1 1
- am(e2) = 1 (o gmre()) - mere()
1

O = S =

Z %*ln(n +1)=y+o(1).

k=1

D’ou le résultat sachant que

In(n+ 1) =In(n) +In (1 + %) =In(n) + o(1).

n
1
2) Soientn € N* et H,, = Z ;.]ustiﬂons I'équivalent a®n ~ ¥ - ™,
k=1

oHn

— Hn-(r+mm) = o
o a ( ) a’ n:wl

ot P = @@ = pin(@)
D’apres le critére d’équivalence des séries a termes positifs, les séries Y, a/n et ¥ n™™® ont méme
nature. Or, ; n'"(®@ est une série de Riemann convergente si et seulement siln(a) < —1, c’est-a-dire,

a<e™,

La série Z afn converge si et seulement si @ < e,

D’apreés le critére d’équivalence des séries a termes positifs, la série de terme général a,, — a,_,

converge.



Exercice[d]

p.[

« Précisons que f est de signe constant sur [a,b]. En effet, si cela n'est pas le cas, le théoreme
des valeurs intermédiaires permet de justifier que f s’annule au moins un fois. Ce cas est
exclu par hypothese sur f. En particulier, || est strictement positive et dérivable sur [a,b].

Posons pour tout x € [a,b], g(x) = In (|f(x)|) Par composition, g une fonction continue

sur [a,b], dérivable sur |a,b]|.
Le théoreme des accroissements finis s’applique, il existe ¢ € [a,b] tel que

gb)—gl@ m(l[f®])-m(f@l) 1
T80 _ ), done — = F'©) 7

Comme f est de signe constant |f(b)|/|f(a)| = f(b)/f(a), et

fb)\ f'(c) f(b) _ f'(c)
In (m) =(b—a) m, donc ‘ m = exp ((b— a.)m)- |

Remarque

Expliquons comment trouver la fonction g.

On cherche une transformation qui permette d’utiliser le théoréme des accroissements
finis. Pour passer du quotient % ag(b)—g(a),onpose g = Ineof.Siune telle égalité est
vraie et si la composition avec In est licite,

fo) _ exp ((b - fl)f!(C)) = ln(f(b)) =(b-a) MO, = In (@) o (r(@) = '

fla) ~ f(©) fl@) o) b-a f(o)

= (Inof)' (o).

RA34



p

Partie IV :  Nature d’une série de maximums

Source

jfcossutta

1 Soit n un élément de N*. g, est dérivable sur [0, +oc[ et Yo € [0, +oc[, gl (x) =

€ [0, +oc[, gl(x) =

gn st continue sur [0, +oc], 0.n[, gp(x) >0 et Vo €]n, +oof, gp(x) <0

Ceci suffit pour dire que g, est strictement croissante sur [0, 7] et strictement décroissante sur [n, +oc|.

Done Yz € [0.n[. go(x) < go(n) et Yo €ln,4+00[, ga(n) > ga(r) et ainsi vo € [0.n[U]n. +oc]. g.(7) < ga(

Daus ces conditions, g, admet un maximum sur [0, +5c| atteint en le seul point n.

3 Drésultede 2 quea, - De plus la série de terme général

1 1
—+00 12n2 12n2

n). Les régles de comparaison sur les séries A termes positifs montrent alors que :

la série de terme général a, converge.
g admet un waximm M, sur [0, +oof atteint en le seul point n. M = ga(n) =~ ‘ .
1 4 Posons S= 3 a,.
=)
2 Soit n dans N = =t S
£ ans Ve ool g — g = 55 (g =) = 55 an V@ 2o g =l + 5 a
N CEa \1,,H 2 Mot = = i
@y =W jtpgy — Wiy = (V0 + L Myeq) — (7 M,) = 1“( Vi)~ i, ) Alors lim_Inje, =Injiy + S ef ainsi la suite (In,),.31 est convergente. Notons ¢ sa limite.
Muss 1 (e g (41" e et Dnl 1 Alors: Par continuité de la fonction exponenticlle eu ¢, lim urn = ot done lim pr, = e, Ainsi:
A, T M,, - (n+1)! n n e 1) CaEE " o

3 n ntd
o=t (2L ) _ (D) () ) o (L ).
n M, n n n
= (n+£) P [(1+L) ln(l+£) —i}

2 n 2n n n

4 1 —
" 2n e

o) am(ied) = 2oLy
,3 n) n—toom 202 303
(Hf) " (lvf) H
n—too n

1 1
) nontoo 303 dnd

1
+0 (7> Par produit :

1 1 1

2n?

1
Ton2 s

I
a3 n)
YL D

75 ) i 1208

N
n?)

1
o (F) Alors :

Exercice[d]

la suite (pn)nz1 converge et sa limite est strictement positive.

‘
§ lim py=cetef £0doncp, ~ ¢ Cequidonne Vi, ~ e AinsiM, ~ —
n—too oo oo n—too y/n
) T 1 R -
De plus la série de terme général — est divergente, car B < 1, et & termes positifs.
nt

Les regles de comparaison sur les séries & termes positifs montrent alors que

la sé

> de terme général M, diverge.

RA35

est convergente et a termes positifs.

Source ESCP

1. D'une part f est continue. D'autre part, comme f'(x) =
décroissante done bijective de | — oo, —1] sur |
[—1,+o0[ sur [~1/e, +00.

SOLUTION DU SUJET N© 13

(¢ +1)

2.

On note W la réciproque de cette bijection.

(b) Ona f(0) =0, done W(0) = 0. Ensuite comme f'(0) = 1, le théoreme de dérivation des fonetions

réciproques s’applique en 0 et W/(0) = ———— =
proq ppliq (0) 7o)
(c) En 0, on a W(z) = W(0) + aW’(0) + o(x) soit W (w) ~ z.
Au voisinage de 400, comme W (x) > 0, on écrit

FW(2)) = W(2)eW® = W(z) + W () = lnz

Or _lim _W(x) = +o0: done In W(x) = o{W(x) et W(z) ~ Ina.
¥

(d) Pour obtenir le graphe de W, il suffit de faire la symétrie par rapporc alaxey = x.

4 g
y=x
3
2
w
1
-2 1o 1 2 3 4 5 6 7
-1

3. La fonction f est strictement décroissante de | —
CYest donc 1me bijection de réciproque notée V.
43, On

o sime]—

00, —1[ sur |0, ~1/e].

“aide de la représentation graphique
0, —1/ef, il m'y
o sim=—1/e, il y a une unique solution W (m).

a pas de solution.

si m €] —1/e,0], il y a deux solutions W (m) et V(m).

sl m = 0, une seule solution = = 0 = W(0)

sim >0, iy a une unique solution W (m).

e”, la fonction f est strictement 5
0,—1/c|. Bt f est strictement croissante done bijective de b

2. (a) Larestriction de f & [~1, +00| réalise une bijection sur [—1/e, +-o0[, car f y est strictement croissante.

22 . _ a .
4b. Léquation e + b = 0 est équivalente A Téquation —aze= = & _soit f(—

o - A a 4 P—
On est revenu A I'équation préeédente avee m = 5 et @ remplacé par —ax. Ainsi :
h

e sia/be]—oo,—1/e[, il 0’y a pas de solution.

o sia/b=—1/e, il y a une unique solution —ax = W(a/b), soit « = 11 (u/b)
o sia/be]—1/e.0[, iy adenx solutions W(a/b) et V(a/b) et & = =1 W(a/b), x =
o sia/b>0, iy aune unique solution & = —L7 (a/b).

52 On apour tout n € N,

Wpy1e"" =T

On suppose qu'il existe une limite €. Par passage & la limite sachant que la fonction exponentielle est continue
tet =

Soit f(£) = z. Comme z €] — oo, —1[, il vient £ = V().

Ainsi, on peut obtenir une approximation de V (z) avec w, avec n "grand".

5b

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

>>> Lambert(10,1)
0.5684287250290607
def Lambert(n,x):
w=x # initialisation
for i in range(n):
w=x*np.exp(-w)
return w

RA39

—1V(a/b).
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Exercice[T]]

p-[@

Commentaire. L’ezercice est une variante de l'algorithme de dichotomie. Au
lieu de chercher une approvimation du zéro d’une fonction, on cherche une
approzimation de la valeur en laquelle le minimum est atteint.

Notons que si [ est dérivable et que f' peut s’exprimer facilement, on peut
justement déterminer o par dichotomie. En effet. o est un zéro de f'.

1. Notons m = m}inf = f(a). Soit # € R tel que # # «a. On sait que f(5) = m,
et on veut montrer que f(3) > m. Raisonnons par 'absurde et supposons que

f(B) = m. Alors, en posant v = Pl + 55, on a, par stricte convexité de f :
1 1 1 L
) < af(a) + Qf(,ﬁ) =_-m+-m=m.
Ainsi f(y) < nlminf : c’est une contradiction. On a donc f(3) > m : le minimum

ne peut pas étre atteint en 3 quand S # a.
2. Le graphe de gauche correspond au cas 2, celui de droite au cas 1.
3. On raisonne par récurrence. Pour n € N, on pose

ZOF b= et f(b) < fan). T) < flen).

a, <y, et

o Initialisation. La propriété P(0) est immédiatement vérifiée, par choix de ag, bg, co.

e Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vérifiée.

Comme a,, < b, < ¢,,onaa, <a, <b, <, <cy:
chacun des cas qu'on a a chaque fois les inégalités voulues.
Faisons par exemple le cas 3 : dans ce cas, on a f(ay,) = f(b,) et f(Bn) = f(bn)-
Comme on pose @p+q = Qn, by = b, et cppy = 55, on obtient directement
ant1 < ni1, flantr) = fbni1) et f(ens1) 2 f(bnta)- De plus, puisque par

il reste a vérifier dans

C,
hypothése de récurrence b,, = % :
Antl +Cntl _ Ot B Lohe o Bzt _ by, + Lott _batb, b
2 2 2 2 2 "

Cela montre la propriété voulue dans le cas 3. On étudie de méme les autres cas.
o Conclusion. Pour tout n € N, la propriété P(n) est vraie.

4. Seit n € N. Raisonnons par 1'absurde.
Supposons que @ < a,. Alors a < a, < by, donc il existe A €]0, 1] tel que
n — QGn

a, =Xa+ (1= A)b, (on prend A = l;) —
Flan) < AF(@)+ (1= 2 f(by)-

). Par stricte convexité de f :

6.a)

def fonction(x):
ex=np.exp(x)
return ex**2+1/ex+2%x

6.b)

def approx_alpha(a0, cO, eps):
a = a0
c = c0
b= (a+c) / 2
while ¢ - a > eps:
alpha = (a + b) / 2
beta = (b + ¢c) / 2

if f(alpha) < f(b):

c =5
b = alpha
elif f(beta) < f(b):
a =b>
b = beta
else:
= alpha
c = beta

b=(a+2¢c)/ 2

c) / 2

return (a +

RA41

Or f(a) < f(b,) (car f présente son minimum en a), donc
Af(@) + (1 =N f(bn) < Af(bn) + (1= X)f(ba) = f(bn).
Ainsi f(an) < f(bs), ce qui contredit la question précédente.
Il est donc impossible que a < a,,. On montre de méme qu'il est impossible que
a > ¢y, et on conclut : an < @ < Cn.

5. D’apres la question précédente, pour tout n € N, ¢, — a,, = 0.

. . €0 —ag
On raisonne par récurrence. Pour n € N, on pose H(n) : ¢n — an = o
o Initialisation. La propriété H(0) est immédiate.
o Hérédité. Soit n € N. Supposons H(n) vérifiée.

. Ay +Cn Cn —Gn
Danslecasl,ona: che1 —anyt =bp—ap = —5— —an = 7 donc avec
I'h hese de ré lcp—ao € —a

ypothese de récurrence, cpq11 — Gpy1 = 3 on = onil
Dans 1 9 _ b o— dn+cn  Cn—Gn  Co—ap
A0S 1 CAS 2, Cnt] = p1 T = On Tl T T — = — ontl -
b +cn  ap+by Cp — p Co — Qg
Dans le cas 3, cpp1 — Gpg1 = B —ap = S 3 = 3 = e

Dans tous les cas, H(n + 1) est vérifice.
o Conclusion. Ceci clét la récurrence, pour tout n € N, H(n) est vraie.

o Une récurrence facile, ot I'on examine comme précédemment les trois cas dans
I'hérédité, permet de montrer que pour tout n € N, ap41 2 ap et cp1 < ¢y
Ainsi (a,)nen est croissante et (¢, ),en est décroissante.

€ —ag
o Comme

—+ 0, on applique le théoréme d’encadrement au résultat de la
n—roo

question précédente : on sait alors que ¢, —a,, — 0.
n—oo

On peut conclure que [(an)nEN et (¢, )nen sont adjacentes.}

On sait alors qu’elles convergent vers une méme limite £. Or d’aprés la question 4 :
¥neN, a, € a < c,, donc en passant a la limite : £ < a < {, et ainsi| { = a.
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