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N/ Theme : Mouvements browniens )
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L'étude du mouvement brownien découvert par le biologiste anglais Robert Brown en 1828 fut faite par Albert Einstein (1905)
puis développée par Norbert Wiener (1920) et Paul Levy (1948). Les implications de I'étude de ces trajectoires furent extrémement
fécondes et déboucherent sur de nombreux sujets modernes des mathématiques, de la physique ou encore en finance. Les 4 parties
sont indépendantes.

Exercice 1. ¢4 Mouvement brownien dans le plan avec pas gaussiens #VAD37
Une particule se déplace dans un plan muni d'un repere orthonormé. Elle part de I'origine O des coordonnées a l'instant 0.
Sialinstant f = k, k € N, elle se situe au point de coordonnées (Xk,Yk], alors al'instant # = k+1 elle se trouve au point de coordon-
nées (X;1,Ygs1) de sorte que Ay =Xpi1 — Xy et Bgyq = Ygq1 — Y suivent la loi normale .4 (0, 1). On suppose les variables A; et
B; mutuellement indépendantes.
Soit &, ¢ la fonction de répartition de la loi normale A (m, 02] et pm,,o la densité continue sur R de cette loi.
On rappelle que I'(1/2) = /7 et pour tout x € RE, T(x+1) = xT'(x).

1. a) Quelle estla loi suivie par X, ?

b) Soit My, le point de coordonnées (X, Yy).
Exprimer, a I'aide de la fonction @ 1, la probabilité qu’a I'instant » la particule M, se trouve dans le carré C = [-1, 1%,

¢) Que dire de cette probabilité lorsque n — +co?

2. a) Sachant que la commande rd.normal(0,1) simule une loi normale centrée réduite, donner un programme python qui
prend en argument n et renvoie la matrice ligne [0 X; Xz -+ Xp].

b) Comment tracer une trajectoire de la particule entre les temps 0 et 100? Ci-dessous, quelques gribewitlis trajectoires obte-
nues par le code.
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3. Soit Dy la distance de M, al'origine : Dy, = 4 /X% +Y%l.
a) Reconnaitre laloi de X% /(2n), puis celle de DZ. En déduire la loi de Dy, et calculer son espérance.

b) Quelle est la probabilité qu'a l'instant »n la particule se trouve dans le disque de centre O et de rayon 1?2

Exercice 2. ¢4 4 Temps du premier retour a l'origine # RVA62
On admet les résultats suivants :
2k
1 o (%) &
—  Pourtoutréel x€ [0;1[,ona: = —=x".
Vi-x (o 4k

—  Produit de Cauchy. Soient (x,) pen €t (yn) nen deux suites réelles positives. On pose, pour tout n € N,

n
Zp=X0YntX1Yn-1tX2Yypn-2+-+tXp-1Y1+Xn)yo = Z XiVn—i
i=0
Siles séries }_ x5 et .y, sont absolument convergentes alors la série }_ z;, converge et

Lo (E)(E)

k=0



On se donne un espace probabilisé (Q, </, P). Sur cet espace, on consideére une suite (X;),en* de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi que Xj, cette loi étant définie par

1
P(X;=1D)=P(X1=-1]) = >

n
On pose Sg = 0 et, pour tout entier naturel nnonnul, S;; = ¥ Xp =X; +Xo +--- +Xj,.

Par exemple, Sy, pourrait représenter l'abscisse (aléatoire) au temps n d’'une particule se déplagant sur un axe et partie de l'origine au
temps 0, qui saute a chaque instant d’'une unité a gauche ou d’'une unité a droite avec une égale probabilité.
On pose aussi, pour tout élément w de €,

minR, si Ry#9

Ry = {neN*[S,(w) =0} et T(u))={ 0 i R.—o
0=

AinsiT pourrait étre le temps d'attente (aléatoire) du premier retour a l'origine de la particule évoquée plus haut.
Pour tout entier naturel 7, on note E; I'événement E;,, = [T > n]u [T = 0].

1. Soit 7 un entier naturel non nul. On pose A, = [S;, = 0] et, pour tout entier naturel ktelque0<sk<n-1,

Ak=(([sk=olm[sk+1#o]n[skﬂ#o]m---n[sn¢011)=([sk=01m(_:rf1ﬂ[s,~¢o1)).

Ainsi, pour tout entier k tel que0 < k < n,Ay. serait l'événement : "Pour la derniere fois avant l'instant n la particule est a l'origine
alinstant k ".
Pour tout entier k tel que 0 < k < n, justifier I'égalité suivante

P(A) =P([Sk=0])P(Ep—)-

n
2. Endéduirel'égalité: 1= ) P([S;=0])P(E,_).
k=0

n=0

) 1 (= x
3. Etablir que pour tout réel x de [0, 1], - ( Y P(Sp= 0])x”) ( Y P(En)x”).
- n=0

4. Pour tout entier naturel n, calculer P ([S;, = 0]).

toe T+x
5. En déduire que, pour tout réel x de [0,1[, on a Z P(E,) x" = -
n=0 —-X

6. Enremarquant que I'événement [T = 0] est inclus dans E; pour tout entier naturel 7, montrer que 'on a:
P([T=0])=0.

Ainsi, presque stirement, la particule citée en exemple, revient a l'origine.

7. Preuve du premier résultat admis.

On considere la fonction indéfiniment dérivable ¢ définie, pour toutréel x de [0,1[, par: @(x) =

Vi—x
a) Pour tout réel x de [0, 1] et tout entier naturel n, établir 'égalité
) _ 2n)! o -nl
¢ (x) = i (1-x) "2

oll cp(”) désigne la dérivée n-ieme de ¢ (avec, en particulier, cp(o) =@).

b) Pour tout entier naturel n et tout réel x de [0, 1[, justifier I'égalité suivante

(Zk

n X (x—p"
OEDY 4ik)xk+fo %(p(nﬂ)(t)dt.
k=0 !

¢) Pour tout entier naturel n, prouver I'inégalité : (Zn": 12] <4l

d) Pour tout couple (#, x) de réels tel que 0 < ¢ < x < 1, vérifier les inégalités : 0 < ’f%f < X.
)

X (x—p"
e) En déduire que, pour tout réel x de [0,1[,ona lim f (—(p(”“) ()dt=0.
n—+oo Jo n!

1 T (ZléC ) &
f) Pour tout réel x de [0;1[, démontrer I'égalité = —=Xx
s == o 4k

2



Exercice 3. 4+4 Mouvements browniens dans le plan

Une particule se déplace dans le plan a partir de I'origine O = (0;0). A
chaque étape, la particule se déplace d'une unité dans une direction
choisie au hasard. On suppose les directions mutuellement indépen-
dantes. Mathématiquement, on considére une suite de variables aléa-
toires (Oy) xeny Mutuellement indépendantes toutes de loi uniforme sur
[0;27]. SiMy, = X, Y5) désigne la position de la particule al’étape n e N, )
on a alors /

Xo=Yp=0 e s ettt

n n
et Xp=) cos@), Y= ) sin@p).
k=1 k=1

On pose aussi Dy = \/an +Y,2. ”

Ci-dessous, un exemple des premiéres étapes d'une trajectoire.

1. Ecrire un programme python qui prend en argument 7 € N et renvoie une réalisation de la matrice aléatoire

A[X X1 Xa
"1Yo Y1 ... Yu|

Afficher alors quelques trajectoires du pion.

2. En déduire un second programme qui prend en argument n € N et renvoie une réalisation de la matrice aléatoire
BnZ[DO D; ... Dny

3. Soit n e N*. Calculer I'espérance et la variance de X, et Y.

4.  a) Que permet de conjecturer le code suivant? Prouver la conjecture.
def truc(n): def maChln(n):
m=10000
t=np.zeros(n+1) t=np.zeros (n+1)
5 M=SimuA (n) # renvoie une simulation p-z€
3] for i in range(m):
= ge An t+=truc(n)
E for i in ranmge(l,n+1): return np.round(t/m,3)
t[11=M[0,i]*M[1,1] P o N
#np.round rTenvoie une approximation
return t . -
@ 10°(-4)

# CVA60



>>> machin (20)

)
2 array ([ 0. , -0.001, -0.003, 0.009, 0.007, 0.013, 0.017, 0.029,
g 0.025, 0.024, 0.049, 0.037, 0.026, -0.012, -0.017, -0.007,
o -0.029, -0.027, -0.08 , -0.153, -0.16 1)

b) Donner I'espérance de Dnz.

e Approximations

5. a) Ecrire un programme esperanceD qui prend en argument n et renvoie une approximation de la matrice ligne

[EDo) EM;) EMDz) .. EDp)]

b) On admet qu'il existe deux réels a, p tels que E(Dj;) =~ pn®.

A Taide du code python suivant, proposer une valeur
simple pour a.

n=40
5| X=np.arange(n+1) [4:40] 12
g Y=esperanceD(n) [4:40]
E plt.plot(np.log(X) ,np.log(Y),’*-") e
plt.show () 08

6. Justifier que pour n grand, les variables X;, et Y, peuvent étre approximées par des lois normales .4 (0, n/2).

Soient Z, T deux variables aléatoires de lois normales .4 (0, n/2) indépendantes. Vérifier que v/ Z2 + T2 est une variable aléatoire

a densité dont une densité est g, définie sur R par

0 sit<0

VieR  gn={ 2¢
Ze*In sinon.
n

8. On admet que la loi de D;, peut étre approximer la loi de v/Z2 + T2. Donner la valeur théorique de « et . Vérifier a I'aide de
python.

Exercice4. 444 Mouvement brownien sur une sphére #PY92
Dans la suite, on identifie tout vecteur de R® avec sa matrice de 3,1 (R). On munit R3 de son produit scalaire canonique :

Vx,yeR,  (xy)="xy.

On note |||, la norme associée.



La sphére unité de R3 est définie par

3’={x€R3|HXH=l}. import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
Le pole nord de la sphére est alors le point de coordonnées from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d

xp = (0;0;1).

Le code ci-contre permet de représenter la sphere unité et axes = Aplt .axes(projection="34")
le péle nord # Le pole nord
b . axes.plot ([0],[0],[1],’.’,color="black’,

linewidth=5)
# L’équateur
t = np.linspace(0,2*np.pi, 50)
axes.plot(np.cos(t),np.sin(t) ,np.zeros (50)
,color=’red’,linewidth=1)
# Les latitudes
r=np.linspace (0,2*np.pi,20)
for i in range (20):
x = np.cos(r[i])*np.cos(t)
y = np.cos(r[i])*np.sin(t)
z= np.sin(r[i]) *np.ones (50)
axes.plot(x, y, z, ’--’,color=’grey’,
linewidth=0.5)
plt.axis(’off’)
plt.show ()

1. Les trois fonctions suivantes permettent de construire 3 matrices, lesquelles? On les notera Ry (8), R2(0) et R3(0).

def Rotationl(theta): def Rotation2(theta): def Rotation3(theta):
M=np.eye (3) M=np.eye (3) M=np.eye (3)
M[1,1]=np.cos(theta) M[0,0]=np.cos(theta) M[0,0]l=np.cos(theta)
M[2,2]=M[1,1] M[1,1]=M[0,0] M[2,2]=M[0,0]
M[2,1]=np.sin(theta) M[1,0]=np.sin(theta) M[2,0]=np.sin(theta)
M[1,2]=-M[2,1] M[0,1]1=-M[1,0] M[0,2]=-M[2,0]
return M return M return M

2. Vérifier que les trois matrices obtenues sont orthogonales. En déduire que pour tout x € R, ||R; x| = [|x].
Les matrices Ry (0), Rz (0) et R3(0) correspondent a des matrices de rotation d'angle 0 respectivement dans les plans (Oyz), (Oxy)
et (Oxz).

Soit h € R} . Soient les suites de variables aléatoires (©;)jen de loi uniforme % ([0; h]) et (N;);en de loi uniforme discrete sur
{1;2;3} définies sur un méme espace probabilisé (Q2, «Z,P). On suppose les variables (0;,N;);en mutuellement indépendantes.
On définit alors :

— Lasuite de matrice aléatoire (M;);en par:

ViEfN, Bﬁi::RNi«)ﬂ.
—  Lasuite aléatoire (X;) e de vecteurs de R3 par

Xo=xp et VielN, Xi+1 =M;X;.

3. Justifier que pour tout i € N, tout w € Q, X; (w) € .&.
4. Ecrire une fonction python qui prend en argument & € R} et renvoie une réalisation de Mj.

5. En déduire un programme qui prend en argument 7 et renvoie une réalisation de X;.
On pourra choisir h =0.1.

6. Compléter le programme précédent pour afficher les n+1 premieéres réalisations de Xg, Xj, ..., X;; pour obtenir une "trajectoire".
Si x, y, z représentent 3 matrices lignes de méme taille correspondent a des abscisses, des ordonnées et des hauteurs, alors la
commande axes.plot(x, y, z) permetde représenter la trajectoire.

Ci-apres, quelques exemples :



Si x, y, z représentent 3 matrices lignes de méme taille correspondent a des abscisses, des ordonnées et des hauteurs, alors la
commande axes.plot(x, y, z) permetde représenter la trajectoire.

7. Soit T, la variable aléatoire égale au rang pour lequel on traverse 1'équateur pour la premiere fois. Simuler T et donner une
estimation de son espérance.

T=75 T=115 T=78

8. Reprendre les questions précédentes ou1 U; suit une loi uniforme sur [—h; h]. Ci-dessous un exemple de trajectoire.




Exercice ?2? p-??

VA37
1.a) Par télescopage X, = fAk. Les variables A;, i € N
=1

étant indépendantes et de méme loi .4'(0, 1), on sait que
X — N0, n).

Dans la suite, on note @, N1 la fonction de répartition de
X

1.b) M est dans le carré voulu si et seulement si—1 < X,; < 1et
—-1<Yy, < 1. Par indépendance des variables X;, et Y, (les
variables A; sont aussi indépendantes des variables B}), il
vient

PM,eC)=P(-1<X<1)P(-1<Y<1)

- (CDO,\/E(I) - <1>0'\/ﬁ(—1))2

= (20, /7 (D - 1)2.

En remarquant que X, /y/7 suit une loi normale centrée
réduite et que pour tout réel x

Dp,1(x) +Dg,1(—x) =1

On obtient la simplification

Dy (D)=
P(X <1)_p(x_n<i)_q, (L)
O O ARV A W

1 2

d'oit p(Mnecp(mo,l(ﬁ)_l).

1.c) Par continuité de la fonction ®¢ 1

P(My €C) — (2001 (0) - 1)%=o.

2.a)
import numpy.random as rd
def simu_Xn(n):
X=np.zeros(n+1)
for i in range(1l,n+1):
X[1]1=X[1i-1]+rd.normal(0,1)
return X
2b) n=2000
plt.plot(simu_Xn(n),simu_Xn(n))
plt.show()

3.a) La variable Wy, = X2 /(2n) prend ses valeurs dans R*. On
adoncetP(W, <x)=0six<Oetpourx=0:

P(Wy < x) =P ([Xnl < V2nx) =20 7 (v2n2)

On vérifie que la fonction de répartition de W, est conti-
nue sur R et de classe 6! sur R*. La variable W,, est a den-
sité et une densité est définie sur R par

2

1
o (0 =4 Vg PovatVE0 = T me x> 0

Vayn

Osinon.

Ainsi pour x >0,

_ 11 —x
Fw 0= Fyy e

On reconnait une densité d'une variable aléatoire qui
suit la loi y(1/2). C’est aussi la loi de Y4/(2n). Comme
D2/(2n) = X% /(2n) + Y5 /(2n), avec X5/ (2n) et Y2/ (2n) in-
dépendantes, on sait alors que :
D,212n) —Yy1/2+1/2)=&(1).
Puis par transformation linéaire des lois exponentielles
1
2
Dy, —&[—].
" (ZH)
La variable D, prend ses valeurs dans R*. Pour x < 0,
POy, <x)=0etpourx=0,

P(Dnsx)=P(D3,sx2).

On vérifie que la fonction de répartition est continue sur R
et de classe €' sur R*. La variable D n est a densité et une

densité est définie que R par
X 22
2 —e 2n8ix>0

fD,,(x) = 2fo§l (x ) =< n

Osinon.

Par le théoreme de transfert et sous réserve de conver-
gence (absolue) de I'intégrale :

+o00 1
E(D,) =E(\/D%) =f0 VT x ﬁe‘ﬁ dr.

Il y a bien convergence absolue et le changement de va-
riable u = ﬁ donne :

+00
EDp) = \/an Vue “du=v2nI'(3/2)
0

Comme I'(3/2) = 1T(1/2), il vient finalement :

[nm
E(Dy) = -5

3.b) Le point M, est dans le disque unité si et seulement si
[D? < 1] est réalisé. Ainsi, la connaissance de la fonction
de répartition de D2 donne :

) L
P(Dnsl):P(Dnsl):l—e 2.

Exercice[2] p.[
RVA62

[

. Pour k = n, la relation est directement vérifiée car
P(Eg) =1.

Soit k € [[0; n — 1]]. D’apres la définition de la probabilité
conditionnelle

P(Ag) =P([Sx=0]) P(s,=q] (Ak)

Or on a aussi

n
Pis,o] (Ak) =Ps,=q] ( N [Si# 0]) .
k+1

i=



Tout se passe comme si on recommencait au début a partir
du temps k au lieu de 0. Ainsi si on pose

S0=5k=Sk1, S51=Sk+1~Sks-Sp =Sksp —Sk

Sp alameéme loi que Si,., et

P(s,—o (Ax) =P ( _:lflﬂ [Si—k # 0])

:P(rf]:[k[s,- ;60])

i=1

=P([T=0]u[T>n-k])
=P(En—k)

D’ot le résultat.

2. Le systeme (Ag,A1,A2...Ay) est un systeme complet d’évé-

nements donc "
> P(Ag)=1
k=0
D’ot le résultat d’apres la question précédente.

3. Soit x € [0; 1[. Posons pour tout k € N.

X =P(Sp=0)x* et yp=P(B)xF.
OnapourtoutkeN
|xi| <x% et |y <2k

Par comparaison a une série géométrique convergente (la
raison appartient a ] —1;1[ ) les séries ) x; et }_ y; sont
convergentes (et a termes positifs). D’apres le résultat ad-
mis, la série Y z,; avec

n

2k = Z XkYn—k

est convergente et la somme vaut

+o0 +oo 400
Z Zn = Z Xk V-
n=0 k=0 k=0

Or d’apres la question précédente, on a aussi
< k. k
zZn= Y P(Sp=0)P(E,_r)x" * - x*=x"
k=0

et par les séries géométriques
+00 1
D’ot1 le résultat.

. Posons Y, le nombre de fois ol la particule va a droite
au bout de n étapes. En particulier n — Y, correspond au
nombre de fois ol1 la particule va a gauche. On a

Sn =(-1)x (I’l—Yn) +Yn
=2Y, —n.
De plus, Yy suit une loi binomiale de parametre (n, p).
D’ou

Vke [0;n], P(Yk:k):( . )Zin

Ainsi
PS,=0=PR2Y,—-n=0)

n
=PV, = 5].
Si n est impair, c’est impossible et
P(S;=0)=0.

Si n est pair

Ps,=0=| " |- L
T 2] one

. En ne gardant que les termes d’indice pair

+00 " +00 )
n= = =

Y PSn=0x"=) P(Szn o)x"

n=0 p=0

p=0\"P 2p
2
+oo ()
-E ey
p=0 4
+00 1
P(Sy, =0)x" = ——.
n=0 1-x2

D’apres le résultat admis avec x2 € [0;1[. Enfin, par la ques-
tion précédente

%P(E )2 = V1-x2 _V1-xVl+x
n=0 " 1-x (V1-x)?
_ [1+x
“Vi-x

. Pour tout ne N

[T=0] cEj,

Par croissance de la probabilité
0<sP(T=0)<P(Ep).
Puis pour tout x € [0; 1]

0<P(T=0)x" <P (E,)x"

par sommation
+00 +00
0<P(T=0)) x"<) PEx"
n=0 n=0
On simplifie

1 1+x
0<sP(T=0)—— </ ——
1-x 1-x

et 0<PT=0<vV1+x1-x)=V1-x2

Ce résultat étant valable pour tout x € [0;1[. On a par pas-
sage alalimite x — 1~

P(T=0)=0.

7.a) Procédons par récurrence

) ) _ 2n)! _2n+1
Pm): ™M (x) = Tl 1-x" "2




— 2(0) est directement vérifiée.
— Soit n € N. Supposons £2(n) vraie.

"V (x) = (tp("))’ )

2n)! 2n+1(1 )_2n2+1_1
= . —x
4" n! 2
2n)! 2n+1)2n+2) _2(n+D)+1
=———(1-x) 2
4npl 2.2-(n+1)
|
_ 2(n+1)! (l—x)_z('HZDH_
47+l (p 4+ 1)

22 (n+1) est vérifiée.
Pour tout n € N, & (n) est vraie.

7.b) C’est une application de la formule de Taylor avec reste
intégral
n

(k) X n
0 g f x=-0" (n+1)
= L 7 - - dt
P(x) ]}:0 k! X"+ A ] [0} (1)

On obtient le résultat en remplagant.

7.c) On peut procéder par récurrence mais il y a plus rapide
avec la formule du bindome

( 2n+2 )<2"+2( 2n+2

2n+2 n+1
<(1+1 =4 .
n+1 k ) ( )

k=0

7.d) Soit (x,£) € RZ avec 0 < t < x < 1. Comme x— ¢ = 0,
1-1t=0, on abien par quotient

Puis
x—t x(A-0-x+t t(l-x)

C1-t 1-t 11—t
et de nouveau, par quotient de facteurs positifs

t(1-x) . x—t
— =0 puis x=——.
1-1¢ 1-1¢

7.e) D’apres ce qui précede pour x € [0;1[ et £ € [0; x]

(x-n" (n+1)
- ¢ (1)

XA=D" ) (e
< )(p (t)‘
n"1-n" @2m+1)! 2n+3
JHA-0" @erD)t o
n! 4n+l(p 4 1)
XA-0"( 2n+2
qn+l n+1

<(n+1) (1-p~n+3/2

(n+Dx"1-n"
< W\/ 1-13

- (n+1)x"
Vit

Par croissance de 'intégrale

X _Anh
f utp('”—l)([)dt
0 n.

x 1
s(n+l)x”f 3dl‘
0 V1-t

Or, par les croissances comparées, le membre de droite
tend vers 0 lorsque n tend vers 0. Par encadrement, on a le

résultat demandé.

7.f) Il suffit de passer alalimite dans la relation de la question
7.b).

Exercice[3] p-
CVA60

1. On peut aussi définir les variables (X;);en, (Y7)jen par ré-
currence. Pour tout i € N*

X;j=X;_1+cos(@®;) et Y;=Y;_;+sin(®;).

Un code possible est alors :

def simuAn(n):
A=np.zeros ([2,n+1])
for i in range(1l,n+1):
theta=2%np.pi*rd.random()
A[0,i]1=A[0,i-1]+np.cos(theta)
Al1,i]=A[1,i-1]+np.sin(theta)
return A

On rappelle que la commande A[i, :] permet de récupé-
rer la ligne d’indice i + 1 de la matrice A. On en déduit le
code pour une trajectoire :

n=30
A=simuln (n)
X=A[0,:]
Y=A[1,:]
plt.plot(X,Y)
plt.show ()

Une seconde version pour un meilleur affichage :

n=30

A=simuAn (n)

X=A[0,:]

Y=A[1,:]
plt.plot(X,Y,’--’,linewidth=1)
plt.plot(X,Y,’*’,color="red’)
plt.show ()
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2. Par exemple :

def simuDn(n):
A=simuAn (n)
B=np.zeros(n+1)
for i in range(l,n+1):
Blil=np.sqrt (A[O,i]**2+A[1,i]**2)
return B



. Soit @ — % ([0;2n]). On a par la formule de transfert, I'exis-
tence de 'espérance de cos(0) et I'égalité

1 21
E(cos(@)) = ﬂfo cos(¢)dt =0.

Ensuite par linéarité de 'espérance, X;; admet une espé-
rance et .
EXp) =) E(cos(®;))=0.
i=1
Le calcul est similaire pour Yy, on trouve E(Y,;) = 0.
* De nouveau, par la formule de transfert, on a l’existence
du moment d’ordre 2 de cos(®) et I'égalité

P 2
E(cos(©)7) = gfo cos(t)-dt

1 r2n cos(2t)+1d 1
- ﬂfo 2 2

Ensuite, par indépendance des variables (cos(@i))l.
(lemme des coalitions), on a

n
VXn) = Y V(cos(®;))

im1 2

On trouve aussi V(Yy) = n/2.

4.a) La fonction python truc prend en argument n et renvoie

une simulation de la matrice aléatoire

'TZ[O X117 XoYp XnYny

La fonction machin prend aussi en argument n et somme
m = 10000 réalisation de la matrice ligne aléatoire T avant
de diviser par m chaque coefficient. La matrice obtenue
est alors une matrice ligne dont le coefficient d’indice i
correspond a une moyenne arithmétique de m réalisa-
tions de la variable X;Y;. D’apres la loi faible des grands
nombres, le résultat obtenu est proche (avec une grande
probabilité) de

T=[0 EXY) EXYy) E(XnYn)].

D’apres les résultats obtenus, on conjecture que

vieN, EX;Y;) =0.
¢ Prouvons ce résultat :
n n
EXnYn) =) ) E(cos(®;)cos(®))).
i=1j=1

Distinguons deux cas :

— Sii# j, alors les variables cos(©;) et cos(®;) sont
indépendantes et

E(cos(®i)cos(®j)) = E(cos(@,-))E(cos(G)j)) =0.

— Sii=j,onapplique laformule de transfert,

1 21
E(cos(©;) cos(®;)) = —f cos(t)sin(#)dt.
2nJo

Or, on sait que
2cos(f)sin(f) =sin(f + t) = sin(21).

On en déduit alors que I’espérance est nulle.
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Finalement,

EX,,Y,) =0.

Notons que par la formule de Huygens, on aurait
aussi

Cov(X;,Y;) = E(X;Y;) —EX;)E(Y;) =0.

4.b) Soit neN

E(Dy?) = EXp?) +E(Yn?)
=V(Xp) +V(Yp)

2 n n
E(D,”) = 5+ =n.

5.a)

def esperanceD(n):
m=10000
B=np.zeros(n+1)
for i in range(m):
B+=simuDn (n)
return B/m

Et pour l'affichage :

plt.clf ()
B=esperanceD (n)
plt.plot(np.arange(n+1) ,B, *-’)
plt.show ()

5.b) Posons pour tout k € N*

X =Ink) et yr=In(EDy).

Le programme python trace les points (xg, yy) pour k €
[[4;40]]. On constate que les points se répartissent (ap-
proximativement) sur une droite. Or, si E(Dy) = pk* alors

In(E(Dy)) = aln(k) + In(B)

ie Vi = oxg +In(P).



On peut donc identifier a avec le coefficient directeur de la
droite. Or on constate que ce coefficient est proche de 1/2.
On conjecture donc que

oa=-.
2

6. C’est une application du théoréme central limite.

7.

8.Posons S=1V72+T2,
+00
E(S) =f tg(nde
—00

2 +00 2
=-—jﬁ e~ gy
nJo

On peut calculer cette intégrale par double intégra-
tions par parties. Donnons une autre méthode.

Effectuons le changement affine u = \/g t, du= \/g dr

E(S) = ¢_J““’” 2)—1?i2 g,
:\/if e 12 4,
N

2e” u? du (parité)

_\ﬁ_
NG

1
¢—-j' e 12 4y
= Ve (w2
i
2

. ( ) oUW — A (0,1)

E(S) =
On peut identifier

1 L
a=- et P= £
2 2
Terminons par une vérification pythonesque :

plt.clf ()

n=40

B=esperanceD (n)
plt.plot(np.arange(n+1) ,B,’*’ ,color="red’)
x=np.linspace(0,n+1,100)

y=np.pi**(1/2) /2*np.sqrt (x)
plt.plot(x,y,’-’)

plt.show ()

C’est bon!

Exercice[d] p-
PY92

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import axes3d #
Fonction pour la 3D

plt.clf ()

axes = plt.axes(projection="3d")

# Le pole nord

axes.plot ([0],[0],[1],’.°,color="black’,
linewidth=5)

# L’équateur

t = np.linspace (0,2*np.pi, 50)

axes.plot(np.cos(t),np.sin(t) ,np.zeros (50)
,color=’red’,linewidth=1)

# Les latitudes

r=np.linspace (0,2%np.pi,20)

for i in range (20):
x = np.cos(r[i])*np.cos(t)
y = np.cos(r[il)*np.sin(t)
z= np.sin(r[i])*np.ones (50)
axes.plot(x, y, z, ’--’,color=’grey’

linewidth=0.5)
plt.axis(’off’)
#plt.show()

import numpy.random as rd

def Rotationl (theta):
M=np.eye (3)
M[1,1]=np.cos(theta)
M[2,2]=M[1,1]
M[2,1]=np.sin(theta)
M[1,2]=-M[2,1]
return M

def Rotation2(theta):
M=np.eye (3)
M[0,0]=np.cos(theta)
M[1,1]1=M[0,0]
M[1,0]=np.sin(theta)
M[0,1]=-M[1,0]
return M

def Rotation3(theta):
M=np.eye (3)
M[0,0]l=np.cos(theta)
M[2,2]1=M[0,0]
M[2,0]=np.sin(theta)
M[0,2]=-M[2,0]
return M

def rotation(h):

p=rd.random ()
theta=rd.random () *h
if p<(1/3):

return Rotationl (theta)
if p>(2/3):

return Rotation3(theta)
return Rotation2 (theta)

=3
1]

o

-



X=np.array ([[0],[0],[111)

x=np.zeros (n+1)

y=np.zeros (n+1)

z=np.zeros (n+1)

z[0]=1

for i in range(l,n+1):
X=np.dot(rotation(h) ,X)
x[i]1=XT[0,0]
y[il=Xx[1,0]
z[i]=X[2,0]

axes.plot(x, y, z)

plt.show ()

h=0.05
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X=np.array ([[0],[0],[111)

x=[0]

y=1[01]

z=[1]

while z[-1]>0:
X=np.dot (rotation(h) ,X)
x.append (X[0,0])
y.append (X[1,0])
z.append (X[2,0])

theta=(2*rd.random () -1) *h



