
Thème : Révisions ECG1
Algèbre

Exercice 1. F . Sommes de projecteurs # CA76

1. Soient ϕ ∈L (E) avec E de dimension finie et B une base de E. On définit la trace de ϕ par

Tr(ϕ) = Tr
(
MatB (ϕ)

)
.

Justifier que la trace de ϕ ne dépend pas du choix de la base.

2. a) Soit p un projecteur de E, démontrer que E = Im(p)⊕Ker(p).

b) En déduire que rg(p) = Tr(p).

c) Soit s un endomorphisme de E. Montrer que si s est une somme finie de projecteurs pi , avec i ∈ [[1,m]], alors

Tr(s) ∈N et Tr(s) Ê rg(s).

À Pour aller plus loin, voir exercice 3, EDHEC 2020

Exercice 2. F Endomorphisme sur un espace fonctionnel # CA77

Dans la suite, on définit les fonctions sinus et cosinus hyperbolique par

∀x ∈R, ch(x) = ex +e−x

2
et sh(x) = ex −e−x

2
.

Soient E =C ∞(R,R),F = Vect(sin,cos,sh,ch) et d l’endomorphisme de E : d( f ) = f ′ (dérivation).

1. Donner la dimension de F. Démontrer que F est stable par d. On note ϕ l’endomorphisme de F induit par d.

2. Écrire la matrice M de ϕ dans une base bien choisie de F. Calculer Mn pour tout naturel n.

3. Démontrer que ϕ est un endomorphisme bijectif de F et calculer M−1.

Exercice 3. FF . Noyaux itérés et décomposition de Fitting # CA78

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et f ∈L (E).

1. Soit k ∈N∗. Démontrer que Ker
(

f k
)
⊂ Ker

(
f k+1

)
et Im

(
f k+1

)
⊂ Im

(
f k

)
.

2. a) Démontrer que si Ker
(

f k
)
= Ker

(
f k+1

)
, alors Ker

(
f k+1

)
= Ker

(
f k+2

)
.

b) Démontrer qu’il existe p ∈N tel que :

* si k < p, alors Ker
(

f k
)
6= Ker

(
f k+1

)
;

* si k Ê p, alors Ker
(

f k
)
= Ker

(
f k+1

)
.

c) Démontrer que p É n.

3. Démontrer que si k < p, alors Im
(

f k
)
6= Im

(
f k+1

)
et si k Ê p, alors Im

(
f k

)
= Im

(
f k+1

)
.

4. En déduire que
Ker

(
f p )⊕ Im

(
f p )= E.

5. FFF Facultatif
Démontrer qu’il existe deux sous-espaces F et G de E tels que F et G sont supplémentaires, la restriction de f à F, notée f|F, est
nilpotent et la restriction de f à G, notée f|G, induit un isomorphisme de G.

6. Soit dk = dim
(
Im

(
f k

))
. Montrer que la suite

(
dk −dk+1

)
k∈N est décroissante.

On pourra introduire l’application

gk :

{
Im f k → Im f k

x 7→ f (x)

et établir : dk+1 −dk = dimKer f ∩ Im f k .
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