
Thème : Révisions ECG1
Probabilités

Exercice 1. FFF On dispose d’une pièce de monnaie équilibrée. Les faces sont numérotées 0 et 1. On lance indéfiniment # RVA63

la pièce de monnaie et on note Xi le résultat du i -ème lancer. On se fixe une séquence s = (s1, s2, · · · , sk ) ∈ {0,1}k de longueur k. On
veut montrer que cette séquence apparaît dans la suite (Xi )i∈N une infinité de fois avec une probabilité de 1.

On définit les événements :

• A : « La suite s apparaît une infinité de fois » ;

• pour tout i ∈N, Ai : « La suite s apparaît au moins une fois à partir du (k × i +1)-ième lancer ;

• pour tout j ∈N, B j =
k∩

m=1

[
Xk j+m = sm

]
.

1. Justifier que A = +∞∩
i=1

Ai .

Indication. On pourra raisonner par double inclusion sur les complémentaires.

2. En déduire P(A) = lim
i→+∞

P(Ai ).

3. Montrer que
+∞∪
j=i

B j ⊂ Ai .

4. Soit i ∈N, on pose Ci =
+∞∪
j=i

B j . On veut montrer que P(Ci ) = 1.

a) Montrer que les événements (B j ) j∈N sont mutuellement indépendants.

b) Déterminer, pour n Ê i , P
(

n∩
j=i

B j

)
.

c) En déduire que P(Ci ) = 1

5. Montrer que la séquence s apparaît dans la suite (Xi )i∈N une infinité de fois avec une probabilité de 1.

Exercice 2. FFF Exemple de convergence presque-sûr Oral ESCP 2022, sujet 37 # RVA64

Pour tout entier n Ê 1, on pose λn = bpnc
n2 .

1. a) Déterminer un équivalent de bpnc lorsque n tend vers +∞.

b) En déduire que la série de terme général λn converge.

2. Dans la suite de l’exercice, on considère un espace probabilisé (Ω,A ,P) et une suite de variables aléatoires réelles (Xn )nÊ1
définies sur cet espace, indépendantes et telles que, pour tout n deN∗,Xn suit la loi de Poisson de paramètre λn .

a) Montrer que la série
∑

nÊ1 P (Xn 6= 0) converge.

b) . Soit
(
Ei

)
i∈N∗ une suite d’événements de A . Montrer que, pour tout n ∈N∗

P

(
n⋃

i=1
Ei

)
É

n∑
i=1

P
(
Ei

)
.

c) Soit N ∈N∗. En déduire que lim
N→+∞

P

( ⋃
nÊN

[Xn 6= 0]

)
= 0.

d) En déduire que P

( ⋃
NÊ1

( ⋂
nÊN

[Xn = 0]

))
= 1.

e) On note B =
{
ω ∈Ω | ∑

nÊ1
Xn (ω) converge

}
.

Montrer que la série
∑

nÊ1 Xn converge presque sûrement, c’est-à-dire que P(B) = 1.

On suppose désormais que B =Ω. Ainsi la fonction S =
+∞∑
k=1

Xk est définie sur Ω. On admet que c’est une variable aléatoire.

3. Déterminer la limite en loi de la suite (Sn )nÊ1 avec Sn =
n∑

k=1
Xk .

4. Déterminer la limite en probabilité de la suite (Sn )nÊ1.
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