o Théme : Révisions ECG1 >
- Probabilités ‘/‘

Exercice 1. 4¢4+4 On dispose d'une piece de monnaie équilibrée. Les faces sont numérotées 0 et 1. On lance indéfiniment # RVA63
la piece de monnaie et on note X; le résultat du i-éme lancer. On se fixe une séquence s = (s1, s2,--, S) € {0, 1}* de longueur k. On
veut montrer que cette séquence apparait dans la suite (X;)jen une infinité de fois avec une probabilité de 1.

On définit les événements :

* A:«Lasuite s apparait une infinité de fois »;

* pourtouti €N, A; : «La suite s apparait au moins une fois a partir du (k x i + 1)-ieéme lancer;

k
. pourtoutjEl\I,Bj:mm=1 Xkj+m =Sm|-

. +00
1. Justifier que A = '01 A;.
1=
Indication. On pourra raisonner par double inclusion sur les complémentaires.

2. Endéduire P(A) = lim P(A;).
i—+00

+00
3. Montrer que jlﬂiBj cA;j.
.. +00
4. SoitieN, onposeC; = U Bj. Onveut montrer que P(C;) = 1.
=i

a) Montrer que les événements (B ;) jey sont mutuellement indépendants.

b) Déterminer, pour n = i, P( rr% E)
J=i
c¢) Endéduire que P(C;) =1

5. Montrer que la séquence s apparait dans la suite (X;) ;e une infinité de fois avec une probabilité de 1.

Exercice2. 444 Exemple de convergence presque-siir Oral ESCP 2022, sujet 37 # RVA64

Pour tout entier n = 1, on pose A, = L\gj .

1. a) Déterminer un équivalent de | /7] lorsque n tend vers +oo.

b) En déduire que la série de terme général A, converge.

2. Dans la suite de I'exercice, on considére un espace probabilisé (Q,</,P) et une suite de variables aléatoires réelles (X;) ;=1
définies sur cet espace, indépendantes et telles que, pour tout n de N*, X, suit la loi de Poisson de parameétre A ;.

a) Montrer que la série ) ;=1 P (X, # 0) converge.

b) % Soit (E i)it—:l\l* une suite d’événements de </. Montrer que, pour tout 7 € N*

P(iL:JlEi)s > P(E;).

i=1

c) Soit N eN*. En déduire que Nlim P

—+ n=N

U X #01) =0.

d) En déduire que P ( U
N=1

M Xn :0])) =1.

n=N

e) OnnoteB= {w eQ| Z X5 (w) converge }

n=1
Montrer que la série Y ;> X;; converge presque stirement, c’est-a-dire que P(B) = 1.
+0o0o
On suppose désormais que B = Q. Ainsi la fonction S = Z X} est définie sur Q. On admet que c’est une variable aléatoire.

k=1

n

3. Déterminer la limite en loi de la suite (S;,) ;1 avec Sy = Y Xj.
k=1

4. Déterminer la limite en probabilité de la suite (S;;);;>1.



ExercicefT]

p-1

Séries de pile et face
— +oo___
1) D’apresles lois de De Morgan, il suffit d’établir A = _U1 A;.Procédons par double inclusion.
i=

N . a . " S . s
(=) Soit w € A. Alors la séquence s apparait un nombre fini de fois. Soit j le rang de la
— _ oo 2
derniére apparition de s, 1 si s n’apparait jamais. Onaw € A; Doncw € Y, A

oo _
) Soitw € U A;.1l existe un indice j tel que w € A;. Donc toutes les apparitions de s

iz
se fontavantle (k X j + 1)-ieéme lancer. On a au plus (k X j + 1) apparitions de s.
Ainsiw € A.

2) La suite (A;) est une suite décroissante : si w € A;,; alors s apparait au moins une fois
apresle (k (i+1)+ 1)-iénxe lancer. Cette apparition se fait aprésle (kX i +1)-iéme lancer.
Doncw € A4;. D'olt ;41 C A;. D'apres le théoréme de la limite monotone,

o5

+oo
3) Soitw € U_ B, alors, il existe j > i tel que w € B;. Donc la séquence est réalisée a partir
=i
dulancer kj + 1 > ki + 1. Donc @ € A;. On a montré

4) a) Soientj; < j, < -+ < jp,. B;, concerneleslancers k X j; + 12 (k + 1)j; qui précédent
strictement les lancers k X j, +1a (k+ 1) jo, et ainsi de suite. Donc, dans l'intersection,
on considere kp lancers distincts.

Exercice[2]

RVA63

v,
Jel

{Les événements (B;) sont mutuellement indépendants.]

J8)-G7 =@ - ] e

FE€(1rwip}

b) Les événements (Ej) sont mutuellement indépendants. Donc
n_\ 1\
]P(J'QiBj) B (17 () ) )
¢) On en déduit donc (encore les loi de De Morgan)
p(58)-1-p(n5)-1-(1-(1)).
(jLii j) B ()’Qi ’) T 7(5) :
D'apres le théoréme de la limite monotone,
[]P(Ci) = lim ]P’(_CJ'B]-) = 1.}
n—too J=i
-

5) D’apres la question 3), C; © A;. Donc IP(4;) = 1. La question permet alors de conclure

P(4) n P(4

Autrement dit,

[s apparait dans la suite (X;);ey une infinité de fois avec une une probabilité de 1.]

p.[

SOURCE ESCP 2022
SOLUTION DU SUJET N° 37

1. (a) Par définition pour tout z réel, x — 1 < |z| < z <. Ainsi || ~ . Donc [/n] ~ \/n.

1 -
(b) Ona0 <\, ~—:donc Y A, converge par comparaison avec une série de RIEMANN convergente.

n3/2

2. (a) Soit n € N*. P(Xy #0) = 1 — P(Xn =0) = 1 — ¢~ qui est équivalent lorsque n tend vers +oc a

An car A, — 0. Comme Y A, converge, il est en de méme pour »_ P(X,, #0).
n>1 n>1
(b) C’est quasiment du cours. Se démontre par récurrence.
(c) Soit N € N*. Pour tout p € N

N+p N+p +oo
PO Xa#0)< Y P(Xa#£0)< ) P(Xu #0)
n=N n=N n=N

En faisant tendre p vers +o0, le théoréme de la limite monotone donne :

+oo +00
0<P(|JXa#0) < Y P(X,#0)

n=N n=N
Enfin, on fait tendre N vers +00, le reste de la série convergente de terme général P(X,, # 0) tend
+o0
vers 0 et par suite, P( [J [X,, # 0]) aussi.
n=N

(d) Pour tout N de N*, on pose Ay = ,

nz
d’événements, donc

+o0 +o0
0= Jlim Ply)=P(() 40 =P([] Y 1X,#0)

N=0n>N

+o0
(e) En passant au complémentaire, on a : P( |J [ [Xn = 0]) = 1; ceci signifie que presque siir.
N=0n>N
il existe un rang A partir duquel la suite (X,) est nulle et donc que presque sfirement, la
Z X,, converge.

nz0

U [X» # 0]. La suite (Ay) est une suite décroissante

RVA64

Compléments

On suppose désormais que B = Q.

Ainsi la fonction § = ZX" est définie sur 2. On admet que c’est une variable aléatoire.
=t

4. Déterminer la limite en probabilité de la suite (S, )1

n
3. Par indépendance, on sait que S, suit la loi de PoI1sSON de parameétre p,, = Z Ak et
k=1

n—+oo

+o00
lim unzz)\k:u.
k=1

K *
Ainsi, pour tout k € N fixé, et par continuité : P(S, = k) = e bn e e
ce qui montre que S,, converge en loi vers la loi de POISSON de parameétre u

4. On a, par indépendance, pour N > n,

N N +o0
Vv =S)= > VX =3 = Y n
k=n+1 k=n+1 k=n+1

On utilise I'inégalité de TCHEBICHEFF.

+oo
B Z Ak
V (5—2 Sn) < k=n+1

£2 n—+o00

P(|S, -S| >¢) < 0



